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4 CUPRINS

INTRODUCERE
Această carte se adresează studenților de la secția de studii aprofundate 

(masterat), doctoranzilor și cercetătorilor în domeniul proceselor stocastice 
și al aplicațiilor lor. Se folosesc în mod curent rezultate expuse în [9].

Capitolul 1 se ocupă de teoria generală a proceselor. Se face clasificarea 
timpilor de stopare asociați unui cîmp de probabilitate filtrat, se intoduc 
corpurile boreline stocastice și se dau teoremele de secțiune cu consecințele 
lor, dintre care cele mai importante simt teoremele de proiecție.

Capitolul 2 își propune un studiu detaliat al proceselor cu variație mărginită. 
Elementul specific care face legătura cu teoria martingalelor este noțiunea de 
proiecție previzibilă duală sau compensatorul imui astfel de proces.

Capitolul 3 introduce noțiunea de ortogonalitate (tare) în mulțimea mar
tingalelor de pătrat integrabil și dă teorema de reprezentare a unui martingal 
de pătrat integrabil ca suma unei serii de martingale ortogonale, dintre care 
unul este continuu iar celelalte simt salturile compensate ale martingalului 
inițial.

Capitolul 4 este consacrat aplicațiilor. Se aplică teoria din capitolele 
anterioare la construcția integralei stocastice în raport cu un martingal de 
pătrat integrabil care nu este neapărat continuu . Se obține o extensie a 
formulei lui Ito pentru un semimartingal în sens restrîns, numită formula de 
schimbare de variabilă ([11]).
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Capitolul 1

Teoreme de secțiune

1.1 Previzibilitate, accesibilitate, total inac- 
cesibilitate

In acest capitol (Q,P, P ,P t,t 6 R + ) este un cîmp de probabilitate filtrat, 
îndeplinind condițiile uzuale : (Q, F , P) este complet și P Q D {A E p 
|F(A) = 0} și filtrația (5t)t e a t este continuă la dreapta (adică

P t  =  C \ ^ s ,  oricare ar fi t > 0).
S->t

Vom nota
P o o  =  < r(U te R + P t )

Vom presupune cunoscute definiția opționalelor sau a timpilor aleatori 
(în acest text se folosesc ambele denumiri), relativi la filtrația de mai sus, 
preciun și proprietățile care decurg imediat din definiții (vezi [9], paragraf 
2.5, pag 59-61).
Definiția 1.1 Un timp aleator (sau opțională) T  se numește previzibil, dacă 
există un șir crescător de timpi aleatori (T^ , astfel incit

a) limn Tn  = T
b) Tn  < T  , pentru orice n E~N, pe mulțimea {T > 0} .

Vom spune că șirul de opționale (Tn ) îl anunță pe T. Din cauza condiți
ilor impuse filtrației , definiția nu se schimbă dacă cerem ca a) și b) să fie 
îndeplinite numai a.s. Deasemenea, se poate înlocui mulțimea {T > 0} de la 
b), cu mulțimea {+00 > T > 0} . Intr-adevăr, în acest caz șirul (min(Tn ,n)). 
îl anunță pe T.

5
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6 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Interpretări nematematice

Se pot imagina exemple de opționale sau timpi aleatori previzibili din lumea 
reală. Să presupunem că un vas naufragiat și părăsit este îndreptat de valuri 
spre un mal stîncos. Momentul impactului poate fi considerat timp previzibil 
anunțat de șirul Tn  definit ca momentul cînd vasul se află la 1 /n  km de medul 
stîncos.

Exemplul 1.1 1) Opționalele egale a.s. cu o constantă (finită sau nu) sunt 
exemple de opționale previzibile.

2) Dacă T  este o opțională și a este un număr real strict pozitiv, atunci 
T  + a este o opțională previzibilă.

Cu ajutorul opționalelor previzibile vom introduce alte clase de opționale.

Definiția 1.2 0  opțională T  se numește accesibilă dacă există un șir (Tn ) 
de opționale previzibile, astfel încît

P ({T  < + x } )  =  P (|J{T  = Tn < +oo}) 
n

sau, echivalent,

{T < +oo} =  (J{T — Tn < +oo},P  a.s. 
n

(Dacă A ,B  E P , ” A G B , P  a.s.” înseamnă P(A \  B) = 0, iar ”A = B , P 
a.s.” , înseamnă PțAN B) =  0, unde AA.B = (A \  B) U (B \  A)).

Definiția 1.3 Spunem că mulțimea A E J- ® B țR + ) este evanescentă, dacă 
P(TT(A)) =  0, unde 7r este proiecția de la O, x R + la Q.

Se știe că 7r(4) E P  , deoarece țD ,^ , P) este complet (teorema 3.5.[9]) 
Se vede ușor că T  este accesibilă, dacă și numai dacă există un șir de (Tn ) 

de opționale previzibile, astfel încît

PI c u py,
n

cu excepția unei mulțimi evanescente.
Spunem că șirul (Tn ) din definiția 1.2 "înglobează graficul lui T ”.
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL IN ACCESIBILITĂȚII

Definiția 1.4 Opționala T  este total inaccesibilă, dacă oricare ar fi opțion
ala previzibilă S, avem

P ({T  = S <  oo}) =  0, 

sau, echivalent, dacă
[T] n  [5] =  $, 

cu excepția unei mulțimi evanescente.

Punctul a) din propoziția următoare stabilește că dacă se consideră 
opționala ca o v.a. numerică (adică luînd valori în [0, +oo]) și dacă se iau 
clasele de echivalență ale acestor v.a. în raport cu egalitatea a^. , propri
etatea de a fi opțională (respectiv opțională previzibilă , sau accesibilă, sau 
total inaccesibilă), este o proprietate de clasă.

In loc de ”o opțională previzibilă” vom spune simplu ”o previzibilă”, 
dacă contextul permite această prescurtare. La fel și pentru celelalte clase 
de opționale.

Propoziția 1.1 a) Dacă T  este o opțională (repectiv previzibilă, respectiv 
accesibilă , respectiv total inaccesibilă) și S  : D —> [0,+oo] are proprietatea 
că S  = T  a.s., rezultă că S  este opțională (respectiv previzibilă, respectiv 
accesibilă, respectiv total inaccesibilă) .

b) O opțională previzibilă este și accesibilă.
c) O opțională total inaccesibilă este aproape sigur strict pozitivă.
d) F ieT  o opțională. Atunci T  este total inaccesibilă (respectiv accesibilă 

) dacă și numai dacă oricare ar fi S  accesibilă (respectiv , total inaccesibilă), 
are loc relația P{{T = S  < +oo}) = 0.

e) Dacă T  este simultan total inaccesibilă și accesibilă, rezultă T  =  +oo 
a.s.

Demonstrațiile acestor proprietăți simt lăsate pe seama cititorului. Ele 
rezultă imediat din definiții, cu excepția afirmației ”dacă” pentru caracteri
zarea unui T  accesibil, conținută la punctul d), care este o consecință a 
teoremei de partiție de mai jos.

Definiția 1.5 Fie T  o opțională și A € Fr- Funcția TA , definită prin :

TA (OJ) = TțF), dacă cu 6 Ași TA (OJ) =  +oo, dacă a> A

se numește restricția lui T  la A.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Deși TA nu este o funcție restricție, denumirea de mai sus este sugerată 
de faptul că graficul lui TA se obține reținînd din graficul lui T, porțiunea de 
deasupra mulțimii A. Condiția A  6 FT  este necesară și suficientă pentrucă 
restricția lui T la A să fie tot opțională, adică

FT  = {A E FCO\TA este timp aleator}

Teorema 1.1 (de partiție') Fie T  o opțională. Există două mulțimi esențial 
unice în FT , notate cu A  și B , astfel încît

{T < +oo} = A u B ,  A u B  = $, a.s.

cu TA opțională accesibilă , iar TB opțională total inaccesibilă.

Demonstrație Stabilim întîi unicitatea. Dacă A' și B' sunt mulțimi cu 
proprietățile lui A  și B  respectiv, din propoziția 1.1 d) rezultă

P({TA = TB ' < +oo}) = 0,

adică
P(A  n B') =  0

de unde A E A  a.s. Analog, A' Q A , a.s., deci A = A' , a.s.
Pentru a demonstra existența, să considerăm mulțimea

Ti. ={ {T = S < +oo} | S  previzibilă }

și să definim mulțimea A  prin relația

ly! = supess{lc | C E Ha }

(se notează 7 =  sup{P(C)|C € H a } și se alege un șir (Cn ) C H ,, crescător 
și astfel încît 7 =  lim^ PțCn ). Atunci A = Un Cn )

Mulțimea A E H a , deci există in șir de previzibile (Sn ) astfel încît

= U{^ = s n  < +00},a.s. 
n

Din această relație rezultă
M  C U[SJ,
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL INACCESIBILITATE9

cu excepția unei mulțimi evanescente, deci TA este accesibilă. Să notăm 
B = {T < +00} \  X și să arătăm că TB este total inaccesibilă. Intr-adevăr, 
dacă S  este previzibilă, avem

{TB = S  < +00} G B  n {T  = S  < +00} G B O A  a.s.,

ultima incluziune avînd loc din definiția lui .4. Rezultă

P({TB  = S <  +00}) =  0

Teorema este demonstrată.

Definiția 1.6 Vom numi TA (respectiv, TB ) partea accesibilă (respectiv, partea 
total inaccesibilă) a lui T.

Fie T  o opțională și (Sn ) un șir crescător de opționale. Introducem ur
mătoarea mulțime :

K[T, (Sn )] =  {limSn  — T  < +00, Sn  < T, pentru orice n G N} n

Mai jos, notăm S  =  lim^ Sn  .

Propoziția 1.2 a) S  restrînsă la K[S, (Sn )] este previzibilă.

b) T  restrînsă la K[T, (Sn )] este accesibilă.
Demonstrație Să notăm A = K[S, {Sn )] și B  = K[T, (Sn )]
Fie deasemenea, Rn restricția lui Sn  la mulțimea {Sn  < S}. Se observă 

că limn  Rn = SA , iar

{0 < S4 < +00} c  Q { ^  < SA}, 
n

Atunci șirul min(Rn , n) îl anunță pe SA -
Pentru a demonstra b), este suficient să observăm că A D B  și

py c [sy
deoarece pe B  opționalele T  și S  coincid .
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10 CAPITOL UL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Teorema 1.2 a) Opționala T  este accesibilă, dacă și numai dacă există o 
familie numărabilă de șiruri (Sn^m  k E N, cu proprietatea că

{ 0 < T < + o O } = \ jK [ T ,(S ^ ) ] ,
k

b) Opționala T  este total inaccesibilă, dacă și numai dacă P {T  =  0} =  0 
și P(K[T, (Sn )]) = 0, oricare ar fi șirul crescător de opționale (Sn ).

Demonstrație a) Pentru implicația ”numai dacă”, se alege un șir (Sk ) ce 
îl înglobează pe T  și apoi , pentru fiecare k, se notează cu (Sn^  șirul care îl 
anunță pe Sk - Egalitatea celor două mulțimi este imediată.

Implicația” dacă” rezultă din incluziunea evidentă

|T] C |0] U U p y )
k

unde am notat cu Tk , restricția lui T  la K[T, (S^)]. Din punctul b) al propoz
iției anterioare, fiecare Tk este accesibilă, iar opționala identic egală cu 0 este 
previzibilă.

b} Dacă T  este total inaccesibilă și (Sn ) este un șir crescător de opționale, 
avem

K[T, (Sn )] = {T = TK ^ Sn}] < +oo}
și folosind Propoziția 1.2 b) și Propoziția 1.1 d) , se obține

P(K[T, (5n )]) =  0.

Pentru a demonstra reciproca, fie S o opțională previzibilă și {Sn ) un șir 
care o anunță pe S. Avem

{T  = S < +00} =  {0 < S =  T < +oo) c  K[T, (S„)] ,
de unde

P{T = S < +oo} = 0,
deci T  este total inaccesibilă. Teorema este demonstrată.

Punctul b) al acestei teoreme sugerează următoarea denumire pentru 
mulțimie

K[T, (S .)| :
mulțimea de accesibilitate a lui (Sn ) la T. Cu aceasta denumire T  , strict 
pozitivă a.s., este total inaccesibilă, dacă și numai dacă mulțunea de accesi
bilitatea la T a oricărui șir crescător este de probabilitate milă
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL INACCESIBILITATE11

Propoziția 1.3 Dacă T  si S  sunt previzibile ( respectiv accesibile, respectiv 
total inaccesibile), rezultă că min(T, S) șimaxfT, S) sunt previzibile (respectiv 
accesibile, respectiv total inaccesibile).

Demonstrație In cazul opționalelor previzibile, fie (Tn } și (Sn ) două șiruri 
ce anunță pe T  și S, respectiv. Atunci min (Tn ,S n ) și max(Tn , Sn ) o anunță 
pe m in ^ S )  și respectiv, pe max(T, S). Intr-adevăr, în cazul lui min(T, 5), 
avem

{0 < min(T, 5)} C {0 < T} n  {0 < S} C
O ^  < T})n(n{Sn<S})cn{nun(Tn , ^
n n n

Să presupunem acum că T  și S  simt total inaccesibile și să arătăm că 
max(T, S) este total inaccesibilă. Fie R  o opțională previzibilă. Avem

P({max(T, S) = R < +oo}) <
< P ({T  = R < +oo}) +  P{{S = R < +oo})

Cei doi termeni din membrul drept sunt nuli pentrucă T  și S  sunt total 
inaccesibile.

Demonstrația se poate continua ușor pentru toate celelalte cazuri și o 
lăsăm în seama cititorului.

Propoziția 1.4 Fie (Tn ) un șir monoton de opționale ș iT  = liir^T^.
a) Dacă șirul este crescător și opționalele lui sunt previzibile (respectiv 

accesibile), rezultă căT  este previzibilă (respectiv, accesibilă)
b) Dacă șirul este descrescător și opționalele lui sunt previzibile (respectiv 

accesibile), și dacă pentru aproape orice CJ există un n astfel încît T(T) = 
Tn (oj), rezultă că T  este previzibilă (respectiv, accesibilă).

Demonstrație a) Dacă Tn  este previzibilă și (Tn^k  anunță pe Tn , pentru 
fiecare n G N,șirul (Sn )n ,unde

Sn  = max{TfcJ I k ,l = 1,2, ...,n}

îl anunță pe T. Lăsăm verificarea în seama cititorului.
Dacă Tn  sunt accesibile, să considerăm mulțimea de accesibilitate a lui 

{T^ la T,

K[T, (Tn )] = {T < +oo, Tn  < T , pentru orice n  G N}
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Are loc incluziunea

[T] C [îk(T,(Tn )|] U (|J[Tn ]) 
n

iar în dreapta incluziunii de mai sus, se află o mulțime numărabilă de opționale 
accesibile (prima este chiar previzibilă : Propoziția 1.2 a))

b) Sa presupunem opționalele șirului (Tn )n  previzibile și pentru fiecare 
n  G N,fîe (Tn tk)k un șir care îl anunță pe Tn . Avem

(1) T =  inf Tn  =  inf supTn>fc 
n n  k

Putem presupune că termenii șirului (Tn Ț)k satisfac inegalitatea

P{d(Tn ik,Tn ) > 2- f c } < 2“(n + ^  pentru orice k € N,n G N

unde d este o metrică pe [0,+oo] compatibilă cu topologia de pe [0,+oo] 
(spre exemplu d(x,y) = \arctgx — arctgy\ ). Aceasta este posibil trecînd 
eventual la un subșir pe care îl renotăm tot cu (Tn tk)k pentru fiecare n G N.

Cu această ipoteză, în relația (1) se pot permuta infn  și supfc. Intr-adevăr, 
fie

Sk = infTn>fe și S = supSt =  sup inf Tn>fe n  k k n

Șirul (Sk )k este crescător, și Sk < T  pentru orice k, deci S < T . Avem

P ({S < T}) =  P (H S ,T )  > 0}) =  P d J W T )  > 2-*}) =

=  l ta P ({ d (S ,T )> 2 - s ))

Dar
P{{d(S,T} >  2 -‘ }) <  P({d(Sk ,T ) > 2-*}) <

<  P ( U « > . T )  > 2-*}) < P(U(d(Tr f ,T ,) > 2-*}) < 
n n

< J2P ({d(T n ,fc ;Tn ) > 2~fc}) < ^ 2 -(n+fc) = 2~fe

n n

Făcînd k -> +oo, se obține S  = T, a.s., deci limfc Sk = T,a.s. Dacă T(w) > 
0,din ipoteză există n(w), astfel încît T(w) = T ^ ) ^ ) .  Atunci 7;(w),k(w) <

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2 . EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 13

T(a>), pentru orice fc £ N. Deci Sk (w) < T(u), pentru orice k. Șirul care îl 
anunță pe T  poate fi ales Rk^N) = S k ^ f i  dacă T(u)) = S  (OJ) și

R k ^ )  max(T(w) -  J ,0 ), 
K

dacă T (cu) fi S  (cu).
Cazul opționalelor accesibile este trivial , deoarece din ipoteză rezultă

[T] G U M 
n

iar opționalele Tn  sunt accesibile.

1.2 Evenimente strict anterioare unui timp 
aleator

Definiția 1.7 Dacă T  este un timp aleator sau opțională, definim

F T— =  ^(-^o U {X U {t < T} | A  G Ft, t G R.U

și o numim a — algebra evenimentelor strict anterioare lui T.

Observăm că în cazul T  = t,

F T - = F t - = a (\J  P>) 
s<t

Evident, avem 
F T -  C F T

unde, reamintim că

F T  =  {J4| A G F QO, A  n  [T  < f} €  Ft, t G R-+}

([L] definiția 2.13) și se numește a — algebra evenimentelor anterioare lui T.
Vom da mai jos proprietăți care completează pe cele din [9] propoziția 

2.12 e).

Propoziția 1.5 Fie S fi T  doi timpi de stopare. Avem
a) F s Q {S < T } C  Fp-, {S < T} E FT - 
b^F^ D {oo = T} c  F T-
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14 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Demonstrație Dacă 14 E F s , avem

A D {S <  T} =  U (A n  {S  <  r}) O { r < T }
r€Q+

și incluziunea este imediată folosind [L], propoziția 2.12 și definiția lui FT-- 
A doua relație de la a) se obține din prima alegînd ca mulțime în J-s spațiul 
total.

Pentru b), observăm mai întîi că

{oo =  T } = n { n < n e ^ r - 
n

și apoi că, pentru orice t € R +  și A  E Pt

A n {oo =  T} =  (A n  {t < T}) n  {oo = T} e  ^ T -

Demonstrația se încheie, ținînd cont de definiția lui ^co-

P rop oziția  1.6 Fie S  și T  două opționale cu S  < T . Atunci
a) F s- E FT-
b) Dacă, in plus, {0 < T  < oo} E {S < T }  a.s.,
rezultă F s  E FT-  ■

Demonstrație Punctul a) rezultă din faptul că generatorii lui F s-  simt 
generatori și pentru Fr-- Intr-adevăr, fie t > 0 și A 6 Ft- Avem

A n {t < 5} = (A n  {t < 5}) n  {t < T}

iar mulțimea dintre paranteze este în Ft-
Pentru punctul b), să alegem A 6 Fs  ȘÎ să-l reprezentăm sub forma

A =  (A n {T = 0}) u (A n {o < T  < oo}) u  (A n {T =  oo})

Dacă se ține cont de ipoteze, va fi adevărată și reprezentarea

A =  (A n {S = o}) u (A n {S < T}) u  (A n {T =  oo})

In dreapta egalului, prima mulțime este în F o ([9],propoziția 2.12 e)). Cele
lalte două sunt în FT-  din propoziția precedentă.
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 15

Propoziția 1.7 Fie (Tn ) un șir monoton de opționale și T  = lim„,—»OO Tn .
a) Dacă (Tn ) este descrescător, atunci FT  = ClnFrn , ^ r  dacă {Q < T n  < 

oo} E {T < Tn } a.s., pentru orice n, rezultă

F T = Q F T ^ 
n

b) Dacă (Tn) este crescător, atunci F r -  =  ^ (U n ^ .-)>  iar dacă /O < 
T  < oo} C {Tn  < T} a.s., pentru orice n, rezultă ^ T -  ~  f f(U n ^ n )

Demonstrație Prima egalitate de la a) s-a demonstrat în [9] propoziția 
2.15, iar a doua rezultă din Propoziția 1.6 b) și din prima egalitate.

Pentru prima egalitate de la b), incluziunea ” D ” este Propoziția 1.6 a).
Pentru cealaltă incluziune, se ia un >1 E Ft, unde t > 0 și se observă că avem

A n {t< T } = U (^ n {R T n})

iar fiecare mulțime de sub reuniune este în generatorii lui Frn -  • Ultima egal
itate de la b) rezultă din Propoziția 1.6 b) și din prima egalitate.

Să observăm că fiind dată o opțională T, totdeauna există un șir de- 
screcător (Tn ) verificînd ipotezele de la a) și anume șirul Tn  = T  + ^, dar 
proprietățile de la b) sunt verificate munai dacă T  este previzibil.

Ne reîntoarcem la proprietățile claselor de timpi aleatori introduși și 
demonstrăm cum se comportă acestea la operația de "restricție” introdusă 
în definiția 1.5.

Propoziția 1.8 a)Fie T  o opțională total inaccesibilă ( respectiv accesibilă) 
și A E FT - Atunci T^ este total inaccesibilă (respectiv acccesibilă).

b) Dacă T  este previzibilă și A E FT- ,T A rămîne previzibilă.

Demonstrație a) Presupunem T  accesibilă, A E F r  și S  total inaccesibilă. 
Avem

P({TA  =  S < oo}) < P ({T  =  S < oo}) =  0

deci TA  este accesibilă (propozițiea 1.1 d)). Analog se demonstrează propri
etatea cînd T  este total inaccesibilă.

b) Să presupunem acum T  previzibilă. Fie

Q — {A E FT \TA ȘÎ TA  ̂ simt previzibile}
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16 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

(prin A c am notat complementara lui A). Mulțimea Q este o cr—algebră. Intr- 
adevăr , din definiție se vede că dacă A E G , avem A c E Q. Dacă A ,B  E 
5,din

TA ^B  =  min(7A,TB)și Ț A }jBy = max(TA c,TB c)

și din Propoziția 1.3 rezultă că Q este stabil la reuniuni finite. Să luăm acum 
un șir ascendent (An ) de mulțimi din Q. Avem

T\JnAn = ^  TAn ,

unde (TA„) este un șir descrescător de opționale previzibile, și pentru orice 
w € fi, există un număr natural n^, astfel încît

Aplicîhd Propoziția 1.4 rezultă că TJA„ este previzibilă. Analog,

T ^ nAn y = T^^o ~  SUP ÎAJ

iar (TA^) este un șir crescător de previzibile. Din Propoziția 1.4 rezultă că 
(̂UnAn)' este previzibilă.

Fie A E TT- . Vom arăta că A G ^  și va rezulta că TA este previzibilă. 
Deoarece Q este <7—algebră , în baza Propoziției 1.7 b), putem presupune 
A E PT„, unde (Țn) este un șir care îl anunță pe T. Dacă Sn  =  7P4,avem

{0 < TA  < oo} C A n {0 < T  < oo} C Q{Sn  < TA } 
n

de unde rezultă că șirul min{Sn ,n} îl anunță pe TA . Analog se arată că TA c 
este previzibilă.

Propoziția care urmează completează Propoziția 1.5

Propoziția 1.9 Presupunem căS ș iT  sunt opționale cu S previzibilă. Atunci
a) F S -O {S < T } G FT _
b) { S < T } E  }i {S = T }E

Demonstrație Fie A 6 ? s -  și fie (Sn ) un șir care îl anunță pe S. Din 
Propoziția 1.7 b) rezultă că pot presupune A 6 FS n - Avem

A n {s < T} = (A n p  =  o}) u Pi (A n  {& < T})
k>n
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 17

Prima mulțime din dreapta egalului este în Po, iar sub intersecție toate 
mulțimile sunt în ^„(P ropoz iția  1.5) Punctul b) rezultă din a), din egali
tatea

{S =  T} =  { S < T } \{ S < T }
și din Propoziția 1.5

Propoziția 1.10 Dacă timpul de stopare T  este previzibil, avem

F T-  = {A E FT \TA e s te previzibil )

Demonstrație Incluziune ”C ” este propoziția 1.8 b). Incluziunea in
versă rezultă din egalitatea

A =  {T =  TA }\G4C n  {T =  oo})

și din propozițiile 1.9 b) și 1.5 b).
Propoziția următoare caracterizează timpii aleatori previzibili printre cei 

accesibili.

Propoziția 1.11 Fie S  accesibil . S  este previzibil dacă și numai dacă 
oricare ar f i T  previzibil, avem

{ S < T } e  P T _

Demonstrație Implicația ”numai dacă” este propoziția 1.9 b). Pentru 
a demonstra reciproca, să considerăm im șir (Sn ) de previzibile care îl în
globează pe S  :

M  c  U N 
n 

și să considerăm
Tn  '■= Sn {s<sn }-

Folosind ipoteza și apoi propoziția 1.8 b), rezultă că Tn  simt previzibile. Pe 
de altă parte, șirul (Un) cu

Un  =  min Ti

este descrescător, este format din previzibile, și

IM ] = [si
n

Se poate aplica propoziția 1.4 b) și rezultă că S  este previzibilă.
Teorema următoare caracterizează filtrațiile pentru care orice opțională 

accesibilă este previzibilă.
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18 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Teorema 1.3 Următoarele proprietăți sunt echivalente :
a) Orice opțională accesibilă este previzibilă
b) Oricare ar fi T  previzibilă , avem F T  =  F T -
c) Oricare ar fi șirul crescător de opționale (Tn ), c u T  = limTn , avem

r T  = ^ r T. ) 
n

Demonstrație a) => 6) Fie A  G F T - Avem

( i ) x  =  {T4  =  r } \ ( # n { T  =  oo})

Opționala TA este accesibilă (propoziția 1.8 a)), deci previzibilă și aplicînd 
același raționament ca în propoziția 1.10 , se obține A  G F T--

b) a) Fie S  accesibilă și T  previzibilă .

{ S < T } e F r  = FT -

deci , aplicînd propoziția 1.11 rezultă S  previzibilă.
a)fob) => c) Fie A  G F T - Din propoziția 1.7 b) rezultă

T r -  =  ^ ( U ^ r . - )  C a ( U 7 r . ) 
n n

deci folosind (1) este suficient să arătăm că

m = r ) « ( u ? K ) 
n

sau, analog, că
{TA =  T < oo} G a (U ^ r n ) 

n
Fie U și V  partea accesibilă și respectiv, total inaccesibilă a lui TA- Avem

{TA = T  < (X)} =  {U = T  < oo} U {V = T  < oo}

Din ipoteză și propoziția 1.9 b) rezultă că prima mulțime este în F T--  A 
doua mulțime este în a ( |J n  Frn ),deoarece

F({limTn  = V < oo,Tn  < V, pentru orice n}) =  0

(teorema 1.2 b)) și

{V =  T < oo} =  U ^ n  = V < oo}, P  a.s.
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 19

c) => b) Fie T  previzibilă și {T^  un șir care îl anunță pe T. Avem, folosind 
propoziția 1.7 b) și ipoteza

FT- = ^(U^rn) = FT
n

Definiția 1.8 Se spune că filtrația (Ft)t> 0 nu are timpi de discontinuitate 
sau este cuasicontinuă la stînga dacă satisface oricare dintre condițiile a), 
sau b),sau c), din teorema 1.3.

In final, să urmărim pe un exemplu (vezi și [3], pag 63) cîteva dintre 
rezultatele acestui paragraf.

Exemplul 1.2 Fie 
n  =  [o,oo), g  =  F([o,oo)),

Gt =  f({B  6 B([0,oo))|B C [0,t], sau B  D (t, oo)]),t E [0, oo)

Fie P  o probabilitate pe G verificînd

Pț{Q}) = Q§i P ț ț t , ^ > 0 , '

pentru orice t E [0,oo). Fie F  completatul lui G și

7 t  =  < U { A e 7 |P ( A )  =  0})

( Ft este augmentatul lui Gt î™ raport cu F, conform definiției 2.12 [9]).

Să se verifice că
1) {Gt)t>o este o fîltrație (crescătoare) continuă la dreapta.
2) (Pî)t>o este o fîltrație verificînd condițiile uzuale.
Să notăm cu S  identitatea pe Q.
3) Să se arate că o variabilă aleatoare pozitivă T,definită pe Q este opțion

ală, dacă și numai dacă există s E [0, oo], astfel încît

[0, s] C {T > Sjși {T =  s] D (s, oo), P  a.s.

Fie T  o opțională și

A = M P ( M )  > 0}

4) Să se arate că T  este previzibilă dacă și numai dacă există
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20 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

s G [0, oo], astfel încît

[0, s) C {T  > S}și {T = s} 3  (s, oo), P  a.s.

5) Sa presupunem că A  și A c nu au măsură nulă. Atunci SA este partea 
accesibilă a lui S  și SAC este partea total inaccesibilă a lui S.

6) T  este accesibilă dacă și numai dacă

P ({T  = SA  ̂ < OO}) =  0

7) T  este total inaccesibilă dacă și numai dacă

P ({T  ^  SA  ̂ < OO}) =  0

8) Dacă A  este vidă a.s. (P  nu are atomi), orice timp aleator accesibil 
este previzibil. In acest caz filtrati» verifică pentru orice t,

F t- =  JS, deși {i} G £t,dar {t} ^ Gt_.

8) Dacă P(A) = 1,P  are cel puțin doi atomi diferiți de 0. S  este accesibilă 
dar nu este previzibilă. Filtrația (^i)t>o are timpi de discontinuitate. Nu 
există timpi aleatori total inaccesibili (cu excepția celui egal cu oo a.s.)

9) Dacă P  este ca la 5), SA nu este previzibilă, filtrația are timpi de 
discontinuitate.

1.3 Corpuri boreliene stocastice . T eorem ele 
de secțiune

Să considerăm un cîmp de probabilitate filtrat { Ț l^ ^ P ,^ , !  6 R + ) în
deplinind condițiile uzuale (vezi începutul paragrafului anterior). Tn [9] s-au 
introdus (pe fi x R + ) corpul borelian cil mulțimilor măsurabile , 7 ® B (R + ), 
și corpul borelian Po al mulțimilor progresiv măsurabile, definit prin

Po = {A | A c  fi x R + , A n (fi x [0, i]) e
£ Pt®  ^ ( [0, t]), pentru orice t G R + }

Dacă S și T  sunt opționale (relativ la cîmpul filtrat fixat mai sus) cu 
S  < T, să considerăm intervalul stocastic

[S ,T ) =  {(c u ,t) |(u ;, i)  G f i  x  R + , S H  <  t < T ^ ) }

Vom defim acum <7—algebrele sau corpurile boreliene stocastice.
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Definiția 1.9 Fie O  (respectiv A , respectiv P )  a — algebrele generate de

{[T, oo)|T  opțională, (respectiv opțională 
accesibilă, respectiv opțională previzibilă}

Ele se numesc a —algebra mulțimilor opționale (respectiv accesibile, respectiv 
previzibile).

Au loc urm ătoarele incluziuni :

P  ® B(R+ ) ^ P 0 ^ O Z )  A D P ,

a doua fiind o consecință a  faptului că procesul

1 r ,o o )

este adap ta t și continuu la dreapta  ([9] , Propoziția 3.3).Celelalte incluziuni 
sunt triviale. Dintre cr— algebrele introduse mai sus, mai im portante vor fi 
O ^ . P , rolul lui A  fiind acela de a  face mai ușoară trecerea între cele două.

Definiția 1.10 Un proces real F  ® B(R+)(respectiv P o , respectiv O, respectivA 
, respectiv P ) — măsurabil, se numește măsurabil (respectiv progresiv măsura
bil, respectiv opțional, respectiv accesibil, respectiv previzibil).

Propozițiile urm ătoare simt caracterizări ale a —algebrelor stocastice.

Propoziția 1.12 a)O(respectiv A , respectiv P )  este a —algebra generată de

{ [S ,T ) \S ,T  opționale (respectiv opționale 
accesibile, respectiv opționale previzibile)}.

b) O ( respectiv A , respectiv P ) este a —algebra generată de

{[S,T]\S opțională (respectiv accesibilă, respectiv previzibilă), 
T  opțională}

c) P  este a —algebra generată de {OA \A 6 7o} U { (S ,T ] \S ,T  opționale}
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22 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Demonstrație Punctul a) rezultă din egalitatea

[S,TJ =  [S,oo) \  [r, oo)

Punctul b) rezultă din egalitățile

[S,T) =  [S.TJ \  P iși [S,T] =  n [ S ,T + ; )

cu observația că T +  ^ este opțională previzibilă.
Pentru punctul c) observăm meu întîi că 0,4 (cu) =  0,dacă cu € A și 0,4 (w) = 

oo,dacă ijj ^  A, este opțională previzibilă. Punctul c) rezultă din b) și din 
egalitățile

(S,T] =  [0 ,T ]\[0 ,S ]

5>

(S,71 =  [0( s -o}lU (n (S .,T J), 
n

în ultima egalitate S  fiind previzibilă, iar țSn ) șirul care îl anunță pe S.
Propoziția este demonstrată.

Propoziția 1.13 a) P  este cea mică a —algebră față de care procesele adap
tate și continue la stingă sunt măsurabile.

b) O este cea mai mică a—algebră față de care procesele adaptate , con
tinue la dreapta, cu limite finite la stingă sunt măsurabile.

Demonstrație Demonstrăm întîi că

P  =  cr{o;—1 (.£?)|.B 6 B(R), x  proces adaptat, continuu la stînga}

Incluziunea ”C ” rezultă din faptul că 1 (scu n d e  S  și T  sunt timpi 
aleatori, este proces adaptat, continuu la stînga și din Propoziția 1.12 b). 
Reciproc, dacă x  este proces adaptat și continuu la stînga și definim

i \ 00

(i) ^t (w) =  i o (w)i{o}W + E 
fe=o " "

acesta este im proces P — măsurabil : într-adevăr, dacă A E P kț respectiv, 
^o) atunci
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(respectiv,
U(w)l{o}(i) =  l[oA](w >i))

este proces previzibil deoarece ((^ h ^ h ]  (respespectiv, [Ô ]) este interval 
stocastic în P ,pe baza propoziției 1.12 b). Această proprietate se extinde 
prin raționamente standard pentru cazul în care în loc de A  avem o funcție 
măsurabilă în raport cu Tk (respectiv, TQ}. In acest fel , folosind faptul că x n
este adaptat, x(n ) este previzibil. Dar

(2) lim xn (w,t) = x(w, t), pentru orice w 6 Qși t  E R + n—̂oo
Deci x este previzibil.

b) Incluziunea ”C ” rezultă din faptul că procesul 1[S,T) , unde S  și T 
sunt opționale oarecari, este adaptat, continuu la dreapta ,cu limite finite la 
stînga.

Pentru a demonstra incluziunea inversă, să considerăm im proces adaptat, 
continuu la dreapta și cu limite finite la stînga, x, un E > 0 și să definim :

l l l M  =  inf{t >  2 j '> w i  |r ,(u )  -  r ^ M l  >  4

Mai întîi să arătăm inductiv, că funcțiile definite mai sus sunt timpi 
aleatori: într-adevăr, 7 ^  este opțională și presupunînd că Tn^ este opțională 
, 7^+i este prima intrare în mulțimea progresiv măsurabilă

C ^ M , 0 0 ) H {(w ,i)| |z t H  -  X ^ M I  >  e}

și se aplică [9], teorema 3.6 b). Șirul de opționale (Tn^) are următoarele 
proprietăți : a) este crescător

b) dacă T n \w )  < oo,rezultă

< T^ )

c) dacă T ^ j  (u) < oo, din continuitatea la dreapta a traiectoriei t —> r t (u) 
, rezultă

d) din existența și finitudinea limitelor la stînga ale traiectoriei t ^  Zt(c) 
, rezultă că șirul (Tn£\w )) nu are puncte de acumulare la distanță finită, deci

lim T ^ \ UJ) =  oo.
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24 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Fie u  G Q și t G [O, oo). Definim

4 e )(w) =  i  (£)(w), dacă t G [ T £ \ W) y T ^ țw ) ) ,

pentru n = 0,1,2, ....Avem

|4 £\ W) -  z t  (w) | < e, deci l im i^ w )  =  x t  (w).

Procesul r ^  este opțional, deci x  este opțional.
Demonstrația este terminată.

Propoziția 1.14 Fie

(3) C =  {(Ax {0}) U Q (A  x (s^ti]) | A G 7o, Â  G F S i, 
i=l

Si, ti G R + , (Ai x (Si, ti]) D (Aj x (Sj, tj]) = £, dacă
i , j  = l , 2 , . . . , n , i ^ j , n e N }

Atunci
a) C este algebră
b) a(C) = V
Demonstrație Punctul a) se verifică prin raționamente clasice de Teoria 

Măsurii și se lasă pe seama cititorului.
Să observă că incluziunea ” C ” rezultă din punctul a) al propoziției ante

rioare, deoarece indicatorii mulțimilor din A simt procese adaptate, continue 
la stînga .

Incluziunea inversă rezultă din demonstrația aceluiași punct, observînd 
că procesul x^O introdus prin relația (1) din propoziția 1.13 este <r( C) — 
măsurabil. Intr-adevăr, prin raționamente standard, pornind de la funcții 
indicator , se verifică faptul că fiecare termen din membrul drept al relației 
(1) este a (C )— măsurabil. Demonstrația incluziunii se termină datorită lui 
(2).

Propoziția 1.15 Fie x previzibil (respectiv opțional) ș iT  o opțională. Atunci 
funcția X T ! { T <OO} esie măsurabilă în raport cu F r-(  respectiv F?)

Demonstrație Să presupunem x = l[s,fi) cu S și .R previzibile. Atunci

^ l ^ o o } ^ )  =  l { S < T < f i } ( w )
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iar {S < T]} G PT-  și {T < R} 6 PT - (proproziția 1.9 b)).Dacă notăm 
cu H mulțimea proceselor previzibile mărginite care au proprietate din enunț, 
H este spațiu vectorial real care conține lnxR+ și odată cu orice șir crescător 
de funcții, conține și limita lui (în ipoteza că este mărginită). Deasemenea, 
M  C 7f,unde

M. =  {1[5,R )| Sș\ R  previzibile }
iar produsul a două funcții din AA , rămîne tot în AA : dacă U și V  sunt 
previzibile,

l[S ,J î) l[C /,V ) l[m a x (S ,l7 ), m ax(m in(fi,V ),m ax(S ,t/))

și din propoziția 1.3, rezultă că funcția din dreapta egalității este în Al. 
Aplicînd o teoremă de clasă monotonă ([13], pag7), rezultă că W conține 
funcțiile mărginite măsurabile în raport cu cr(AA) = P. Trecerea la funcții 
nu neapărat mărginite (procese previzibile oarecare), se face minimizînd un 
astfel de proces cu n  și apoi facînd pe n  să tindă la oo.

Pentru cazul x  opțional, raționamentul se poate face analog. Acest al 
doilea caz rezultă și ca o consecința a faptului că x  este progresiv măsurabil 
și atunci, r r l { r <00} este Ap—măsurabilă ([7], propozițial.2.18).

Teoremele de secțiune vor fi corolarul turnătoarei leme, în care am notat 
cu % proiecția de la 9  x R +  la Q.

Lema 1.1 Fie T  o mulțime de timpi aleatori care satisface următoarele pro
prietăți :

a) 0 E T  și oo E T
b) S E T ș iT  = S  a . s ^ T E T
C) S ,T  E T  => m ax(S,T),min(S,T) E T
d) S ,T  E T  => S^S<T} £ T
e) dacă (Sn ) este un șir crescător de opționale din T  . rezultă că limSn  E 

T. '
Definim

<7 =  { U t^fT i) | Si,Ti E T  , pentru i = l ,2 ,...,n ,n  E NJ 
i=i

Au loc următoarele proprietăți :
1) Dacă J  E J& și Djțpj) = inf{i|(w, t) E J}, atunci D j E T  și [Dj] C J.

2) Pentru orice £ > Oși orice A E cr(j7), există T  E T  astfel încît

[T] c  Ași P(?r(A)) < P ({T  < oc}) + £
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26 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

Demonstrație Pentru fiecare u  € îl cu proprietatea că Dj(w) < oo, secți
unea UJ prin J, adică mulțimea J^, este închisă în topologia dreaptă a lui R + , 
deci inf Ju  E J^ sau Dj(C) E Ju , de unde rezultă că [Dj] C J.

Pentru a demonstra prima parte a lui 1), să observăm că D j este timp 
aleator fiind prima intrare într-o mulțime progresiv măsurabilă (teorema 3.6 
b) din [L]). Dacă J  = [S^T), atunci D j  =  S [S <T } ȘÎ rezultă că D j E T  din 
proprietatea d) . Dacă

J =  U t^ T i) , 
i=l

are loc egalitatea
D J  =  , S t ^ c T i }

și din proprietatea c) care afirmă că T  este latice, rezultă D j E T  . Dacă 
J  E Js, să presupunem J  = nn Jn ,unde Jn  ^  C  pentru orice n. Fie

5  = {5  | S 6 T , 5  < D j}

Mulțimea S  are următoarele proprietăți : este nevidă , deoarece 0 £ 5  , 
este latice și dacă (Sn) este im șir crescător de funcții din S, rezultă că 
limSn  =  supSn  EL S  (se folosesc și proprietățile analoage ale lui T). Rezultă 
că

T  = ess sup S  E S

Din inegalitatea T  < D j , rezultă J  C [T, oo), relație din care se vede că 
putem presupune că

J  =  n ( J n n[T,oo)). 
n

Din această egalitate, din T  E T  și din faptul că J  este închisă la intersecții 
finite (de fapt J  este algebră), rezultă că se poate presupune Jn  C [T, oo) 
(înlocuind Jn  cu Jn  A [T, oo)), pentru fiecare n. Această incluziune implică 
T  < D J n . Se vede ușor că Djn E S, deci avem și T > Djn Na rezulta 
T  = D J n ,de unde [T] C Jn , pentru fiecare n  și [T] El Qn Jn  = J, deci T  > D j 
și în final

T  = D j, D j E Tși [Dj] El J.

Să demonstrăm acum 2). Fie A G cr( y  ) și e > 0. Mulțimea A E 
F  ® B (R + ) și aplicînd teorema de secțiune 3.7 [9], rezultă că există Z  : D 
[0, oo], măsurabilă F , astfel încît

[Z] El Ași {Z  < oo} =  7T(A)
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Fie B G of S  fi Definim
A(B) = P ^ ( B  n  [Z])

Funcția A este o măsură pe<r( J  ), nulă înafara lui A  și A(̂ 4) =  P(TV(A)). 
Deoarece J  este algebră, aplicînd im rezultat cunoscut din Teoria Măsurii, 
există un șir descrescător {Jn fi cu Jn  G J  astfel încît

J  := p  Jn  C Ași A( J) > A(A) -  e 
n

Mulțimea J G S t și dacă D j este debutul lui J  ,aplicînd punctul 1) al 
lemei D j G T  și [Dj] G J.

Fie T  = D j. Avem T  G T  ,[T] C A, și

P ^ A f i )  = A(A) < A( J) +  e < P W f i )  +  E  = P ({T  <  oo}) +  e

Lema este demonstrată.

Teorema 1.4 (teoremele de secțiune) Fie A  G O ( respectiv A  , respectiv 
P) și E > 0. Există o opțională (respectiv o opțională accesibilă, respectiv o 
opțională previzibilă) T  , astfel încît

[T] C Ași P{^{A)) < P ({T  < oo}) +  e

Demonstrație Se aplică lema , alegind T  = {T  | T  opțională (respectiv 
opțională accesibilă respectiv opțională previzibilă}și verificînd că în toate 
cele trei cazuri, proprietățile a)—e) din Iernă sunt îndeplinite. Verificarea se 
face pe baza propozițiilor 1.3,1.8,1.9 și 1.4.

1.4 A plicații ale teorem elor de secțiu n e
Teoremele de secțiune din paragraful precedent au multe aplicații în teoria 
proceselor. Unele dintre cele mai importante sunt teoremele de proiecție. 
Vom avea nevoie de cîteva consecințe imediate ale teoremei 1.4.

Propoziția 1.16 Fie x un proces Oțrespectiv A  , respectiv P) — măsurabil. 
Presupunem

^ T 1{T<OO} > 0,
oricare ar fi timpul aleator T  (respectiv timpul aletor accesibil , respectiv 
previzibil). Atunci

xt(u) > 0
pentru orice {oo,tfi cu excepția unei mulțimi evanescente (vezi definția 1.3).
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28 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECȚIUNE

D em onstra ție  Intr-adevăr, presupunem prin absurd , că

A  := { (^ A )  I X M  < ° )

are proiecția pe fi de probabilitate stric t pozitivă. Atunci , din teoremele 
de secțiune rezultă că există o opțională (respectiv o opțională accesibilă, 
respectiv o opțională previzibilă) T , astfel încît

[T] C Ași 0 <  P ({ T  < oo})

Această opțională are proprietatea că

P ({ r T l{T<oo) <  0}) =  P ({ T  < oo}) >  0

și s-a ajuns la o contradicție.
Com entariu Concluzia acestei propoziții poate fi formulată și sub forma 

: x  este indistinguabil de un proces nenegativ ( vezi definiția 2.10 din [9]0

C orolarul 1.1 Fie x  și y  procese O (respectiv A , respectiv P ) — măsurabile 
astfel încît

^ T I { T « X>] > yrI{T«x},

oricare ar fi opționala (respectiv opționala accesibilă, respectiv opționala pre
vizibilă) T. Atunci

x > y ,

cu excepția unei mulțimi evanescente.

C orolarul 1.2 Fie x  și y procese O (respectiv A , respectiv P} —măsurabile, 
astfel încît

^ T I { T « X } =  J /T l{T< oo}

oricare ar fi opționala (respectiv opționala accesibilă, respectiv opționala pre
vizibilă) T. Atunci

^  = y

cu excepția unei mulțimi evanescente (sau x  și y sunt indistinguabile).

P ro p o z iția  1.17 Fie V : Q —> [0,oo] o funcție măsurabilă. V  este opțională 
(respectiv opțională accesibilă, respectiv previzibilă), dacă și numai dacă

[V] E O ( respectiv A , respectiv P )
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Demonstrație Putem presupune P ({V  <  oo}) > 0. Pentru fiecare n 
nymăr natural, există o opțională (respectiv opțională accesibilă, respectiv 
previzibilă) Tn , astfel încît

(i) p y  c  M j  ? ({v  < oo}) < P({T„ < M )  + 1 
n

Din incluziunea de la (1), rezultă

(2) {Tn  < oo} C  {V < oo} și Tn (aj) < oo => Tn (w) =  V(w)

Putem presupune (Tn ) descrescător .
Intr-adevăr, dacă notăm Tn  • min(T1 ,T2, ...,TȚ), observăm că șirul (ȚȚ) 

are aceleași proprietăți (1) și (2) ca și șirul (Tn ), în plus este descrescător. 
Apoi renotăm Tn  cu Tn .

Fie T  =  limTn . T  este opțională (respectiv opțională accesibilă, respectiv 
previzibilă : am aplicat propoziția 1.4 b)). Făcînd n -> oo iii (1) , se obține

U R I  =  [îl C [V] și P({V < M )) < P ({T  < rc}) ; 
n

din incluziune se vede că , dacă T(u) < oo => T(a>) =  V(w), egalitate care 
dă

{T < oo} = {V < oo} =  {T = V} a.s.,

deci
V = T  a.s..

Din propoziția 1.1 a), rezultă că V  este opțională ( respectiv accesibilă, re
spectiv previzibilă). Propoziția este demonstrată.

Corolarul 1.3 Dacăx =  (mt )t e R+ esie un proces adaptat, continuu la dreapta 
cu limite finite la stînga, există un șir de opționale cu grafice disjuncte care 
suportă discontinuitățile lui x. Fiecare dintre aceste opționale poate fi presu
pusă fie total inaccesibilă, fie previzibilă.

Demonstrație Se știe ([9], propoziția 3.4) că există un șir de opționale 
Țn) care suportă discontinuitățile lui x, adică :

{ ( w ,i ) |r t H  Ț  r t _(w )} C  U t^n].
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Definim Si,Sz, ...,Sn , ..variabilele aleatoare aleatoare cu graficele

[SJ =  [T ,], f t l  =  K l  \  m ] , N  = [TJ \  u r a , -
2=1

Din propoziția 1.16 rezultă că (Sn) este un șir de opționale, din construcție 
se vede că graficele lor sunt disjuncte. Aplicînd teorema 1.1 (de partiție), 
există un șir (5^) de opționale accesibile cu grafice disjuncte și im șir (S") 
de opționale total inaccesibile cu grafice disjuncte, astfel incit

((",o h M  /  ^ M )  c UK] uUK).
n n

Din definiția opționalei accesibile rezultă că pentru fiecare n , există un șir 
de previzibile ( 5^fc)fe>i,astfel incit graficul lui Sn  să fie acuperit de graficele 
acestui șir. Deci

k

cu excepția unei mulțimi evanescente și

{(w ,i)|I t (w) ^ M ^ )}  c UUKJuUK],
n k n

cu excepția unei mulțimi evanescente.
Graficele opționalelor previzibile pot fi făcute disjuncte exact ca mai sus 

și aplicînd din nou propoziția 1.16 (afirmația referitoare la cazul cînd graficul 
este în T5) și renotînd șirurile de opționale, propoziția este demonstrată.

Două procese diferă pe o mulțime evanescentă dacă și numai dacă sunt 
indistinguabile, adică traiectoriile lor coincid a.s.(vezi definiția 2.10 [9]). Re
lația de indistinguabilitate este de echivalență și în continuare vom identifica 
procesele indistinguabile, iar unicitatea unui proces va trebui înțeleasă pînă 
la relația de indistinguabilitate.

T eorem a 1.5 (teoremele de proiecție) Fie X  un proces măsurabil și mărginit. 
Există un proces opțional ( respectiv accesibil, respectiv previzibil) unic, °X 
( respectiv aX , respectiv PX ), astfel încît oricare ar fi opționala (respectiv 
opționala accesibilă, respectiv opționala previzibilă ) T, să avem

E^XT I ^ OO-^FT) = (°X)T 1{T<OO} as. 
țrespectivE{XT l {T < oo}\ET ) =  (“A ) r l { r < o o }  a.s., 

respectiv E țX T l {T < ^ } \FT _} =  ( ^ X ^ l ^ ^  a.s.)
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Procesul °X  ( respectiv a X , respectiv PX )  se va numi proiecția opțională 
(respectiv accesibilă, respectiv previzibilă ) a lui X.

Demonstrație Unicitatea rezultă din corolarul 1.2.
Să demonstrăm existența. Fie

°X( respectiv “X, respectiv PX )
= {X|X proces măsurabil, mărginit, pentru care 

există °X(respectiva X, respectivpX  }

Enumerăm mai jos proprietățile acestor mulțimi. Pentru acele dintre ele 
care se demonstrează la fel în cele trei cazuri vom folosi notațiile ZX  și *X, 
m iE  {o, a,p}.

1) *X este nevidă , pentrucă dacă X  este un proces constant, ZX  = X .
2) lX  este spațiu liniar și

\ a X  + /3Y) a ^ X )  + Ș ^ X ),

oricare ar fi X, X E ZX  și constantele reale a  și ^.
3) Dacă X E *X și X > 0 => *X > 0.
4) Dacă (X ^ )  C l X  este un șir crescător și lim„ X ^  = X  este mărginit, 

atunci X  E *X și *X = lim„ ’(X (n)) .
5) Dacă X El X  și Z  este proces O ( respectiv X , respectiv P) — măsura

bil și mărginit, atunci Z X  € l X  și \Z X )  = Z  (2X). In particular l Z = Z.
6) Dacă A E F  , atunci X  = l/ixR+ E ZX  și dacă m  = (mt)tgR+ este 

un martingal continuu la dreapta cu limite finite la stînga, verificînd mt = 
^ (U |^ t)  a.s., și m~ =  (mt-)te R + , atunci

°X =  m , PX  = m  iar aX  = m l s 4- m  1QX R+ \S

unde, dacă țTn ) este un șir de opționale cu grafice disjuncte (vezi corolarul 
1.3) care suportă discontinuitățile lui m  și Sn  este partea accesibilă a lui 
Tn (vezi definiția 1.6), am notat

s : =  U N

7) Dacă A E F  și t E R + , atunci X =  U X[o.t] € ZX  . Dacă notăm cu 0
Și T opționalele identic egale cu 0 și t, respectiv, avem

°X = m l [0,T ] , PX  = m - l |0>T) iar “X =  (m ls +  m ’ l f ix R + \ S )1[O,T]
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8)

°X( respectiv aX , respectiv PA ) = {X  \ X  proces măsurabil mărginit}

Proprietatea 1) este trivială, iar 2) —4) rezultă din proprietățile analoage 
ale valorilor medii condiționate, din unicitatea demonstrată la început și din 
corolarul 1.1.

Pentru a demonstra 5) în cazul i =  o, să considerăm o opțională T. Din 
propoziția 1.14, avem că Z j-l^oo} este F T —  măsurabilă, deci

E { Z T X T I { T < OO} \ F T ) =  ^ T I ^ OOJ ^ ^ T I ^ CO} ^ ? )  =  ^ T ( ° ^ ) T 1 { T < OO}

Cazul i = a este identic, cu mențiunea că T  este accesibilă. Pentru i = p, 
folosim tot propoziția 1.14 (prima parte).

Să demonstrăm 6). Pentru cazul i = o se observă că din propoziția 1.13 
b) rezultă că m  este opțional. Dacă T  este o opțională

^ ( l ^ x K + l f ^ o o j I - ^ r )  =  1 { T < OO} £ ' ( 1 X |.7'T ) =  l{ T < o o } m T

unde am aplicat teorema de opționalizare (corolarul 2.18 din [L]). In cazul 
i = p,dacă T  este previzibilă și (Tn) îl anunță, din propoziția 1.7 b) avem 
X T -  =  ^ ^ n p T ^ -  Din teorema martingalelor ascendente (corolarul 2.11 [L]) 
avem

£ ( U x R + l { T < o o } |^ r - )  =  l { T < o o } ^ ( U | ^ r )  =  l{ T < o o }  b m  £ ( u | ^ r „ )  = 
+co

J î ^ >  l { T < o ° } m r "  =  1 { T < OO}"Z T -  =  l{T<oo}Tn^a.s.

Pentru cazul i = a, observăm mai întîi că mulțimea s G A  Apoi avem

m l s  =  £ m S n l | S n | 
n

deoarece graficele opționalelor {Sn ) simt disjuncte. Mai departe ms„l[s„] este 
proces accesibil : prin raționamente standard, este suficient să demonstrăm 
acest lucru pentru I4 l |s n |,în care A £ Fsn - Intr-adevăr, în acest caz avem

U l | S n J =  l [ S n A ],

unde Sn A  este restricția lui Sn  la A. Din propoziția 1.8 , rezultă că Sn A 
este tot accesibilă , deci [Sn / i] 6 A. Dacă notăm cu m r membrul drept din
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definiția lui °X,am demonstrat că m' este proces accesibil. Pentru a termina 
demonstrația lui 6) în acest caz, fie T  o opțională accesibilă. Deoarece m 
diferă de m' mimai pe graficele părților total inaccesibile, Rn, ale opționalelor 
Tn , avem

{mrl{T<0o} ^  m 'rl^oo}}  C |J{T  =  ^  <oo} 
n

deci, aplicînd propoziția 1.1 d), se obține

P ( { w l{ r <00} ^  m T l {T < o o }}) =  0.

Rezultă

^ ( U x H + l{ T < o o } |- S ’) =  l { T < o o } ^  - l{T < oo}m T >  <Z-S.

Proprietatea 7) rezultă din 6) și din observația că intervalul stocastic 
[0,T] este mulțime previzibilă (deci accesibilă și opțională).

Proprietatea 8) rezultă din 2), 4) și 7) prin raționamente standard. 
Teorema este demonstrată.
Exercițiu
Dacă X  este proces măsurabil mărginit, °X  (respectiv aX ,respectiv PX ) 

este caracterizat de următoarea proprietate : este proces opțional ( respectiv 
accesibil, respectiv previzibil ) și

oricare ar fi opționala (respectiv opționala accesibilă, respectiv opționala pre
vizibilă) T.

Definiția 1.11 Dacă X  este proces T  ®  6 ( R + ) — măsurabil și mărginii definim

^ ( X )  = °X  ( respectiv 7ro ( X )  =  °X, respectiv 7rp (X) = PX ) 

și o numim proiecția opțională (respectiv accesibilă , respectiv previzibilă) 

Corolarul 1.4 Aplicația irfii = o,a,p) are următoarele proprietăți:
1) este liniară
2) este pozitivă
3) dacă ( X ^ )  este un șir crescător de procese măsurabile mărginite, cu 

limita mărginită, atunci

l im  ^ ( X ^ )  =  %*( l im  X ( n ’ ) 
n —»oo n —*co
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4) Are loc egalitatea
^ ( Z X )  = Z ^ { X ) ,

oricare ar fi Z  și X  măsurabile mărginite, cu Z  opțional dacă i = o,accesibil 
dacă i = a și previzibil, dacă i = p.

5) Dacă
X s W  = s ( w ) 1 |o,t|(s),

unde t >  O și g este o v.a. mărginită, atunci

(TT̂ ) , ^ )  =  m a (w )l [0,t](s)^ ( A ) s (w) =  m a_ (w )l [Oii](s)

și, unde m  este un proces comtinuu la dreapta cu limite finite la stingă veri- 
ficînd m 3 = E ^ g ^ s )  a.s., pentru orice s >  0.

D em onstrație  Primele pa tru  puncte sunt conținute în dem onstrația teo
remei 1.5.Demonstrația lui 5) se face prin raționam ente standard,folosind 
1)—4) și faptul că din aceeași teoremă rezultă că 5) este adevărată pentru  g 
funcție indicator a  unei mulțimi din J-.
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Capitolul 2

Procese cu variație mărginită

2.1 D escom punerile  Jordan și L ebesgue

Se va presupune că ( Q, P, P, Pt, i G [0, oo)) este un cîmp de probabilitate 
filtrat cu o fîltrație verifîcînd condițiile uzuale. In acest capitol vom considera 
doar procese continue la dreapta cu limite finite la stînga (cadlag, în [10, 11, 
12], sau RCLL în [5,7,13]). Dacă X  este un astfel de proces, vom nota cu 
△X procesul salturilor lui X,adică

△X ( w ) =  X4(u) — X t _{uj),t 6 R+,w 6 D.

Ca deobicei, vom identifica procesele indistinguabile. In ipoteza că X și 
Y sunt cadlag, este suficient ca X  =  Yt , pentru orice t a.s., pentru ca să 
avem X =  Y.

Următorele exerciții de funcții reale de variabilă reală sunt indispensabile 
pentru studiul proceselor cu variație mărginită.

Exercițiu
Fie funcția f  : T  —> R . Presupunem că T  este un interval al axei reale. 

De cele mai multe ori T  = R+ .
Fie [a, b] im interval inclus în T și

d { I  ̂— ^o ^  *̂ l ^  *” < ^n  — }̂

o diviziune a lui [a,b]. Notăm
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Variația lui f  de la a la b se definește prin

V ^ f )  : =  SUP { ^ ( /)  I d diviziune a lui [a,b]}

Au loc următoarele proprietăți :
1)0 < V ^țf) < oo,V^(f) — 0 ^  f  constant pe [a, 6],sau a = b.
2)K‘( /  + «) < W )  +  % ) . - *  S - T ^ R .
3) W )  < W ) ,d a c ă  M  C M l
4) W )  =  W )  +  W ) ,  dacă a < c < *
5) l/W  -  r ( a )l < W ) ,  IA6 ) -  /W l  =  W )  °  f  K l e  monotonă pe

Definiția 2.1 Spunem că f  este cu variație mărginită pe [a, b] dacă V*(f) < 
oo,și spunem că f  este cu variație finită dacă oricare ar fi [a,b] C T , f  este 
cu variație mărginită pe [a, b].

6) Funcțiile cu variație mărginită pe [a, &] (respectiv, cu variație finită), 
formează spațiu vectorial.

In continuare vom presupune T  = [a,b], sau T  =  [a,oo)( în particular 
T  =  [0, oo)) și f  cu variație finită .

Funcția x V ^ / : T  R +  se numește variația lui f  ( valoarea acestei 
funcții în x  este variația de la a la a; a lui / )

Variația lui f  are următoarele proprietăți :
7) este crescătoare
8) este continuă la dreapta (respectiv, la stînga) în orice punct în care f 

este continuă la dreapta (respectiv, la stînga)
9) V ^ f  -  V-S  =  |/M  + 0) -  /(x)!, V * f -  V ^ ° f  = | / M  -  f ( x  -  0)| 
10) Definim

=

1 '  2

a) Funcțiile N  și P  simt nenegative, crescătoare, n-au salturi în comun : 
N  preia salturile (la stînga sau la dreapta) pozitive ale lui / ,  P  preia salturile 
negative ale lui /(cu  semn schimbat ), iar N  (a) = f + (a) și P(a) = f~(a).

b) Au loc egalitățile

f  = N - P ,  Va f+ \ f ța ) \  = N  + P
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Presupunem a fixat și introducem următocurea notație

l/IM = K.V + l/WI
și o numim variația de la a — 0 la x  a. Ivi f  (această denumire se justifică 
presupunînd f ( x )  =  0, pentru x  < a). Deși notația variației lui f  prin |/ | , 
poate fi confundată cu funcția modul aplicată lui f ,  pe ultima o vom folosi 
doar aplicată imui punct, deci sub forma |/( i) |,ia r  |/ |( r )  înseamnă variația 
lui f  calculată în x  (cînd este pericol de confuzie vom face precizări).

Proprietățile 7) — 9) ale lui Va f  simt valabile și pentru |/ |.
Cu această notație, egalitățile de la b) se numesc descompunerea Jordan 

a lui f . Funcțiile N  și P  simt nenegative, crescătoare, și sunt unicele funcții 
de acest tip care satisfac

f  = N - P

Și
I / I  =  ^ + P

c) Dacă f  = Ni — Pi este altă reprezentare a lui /  ca diferența două 
funcții crescătoare, cu N\{a) = f + (a) și Pi (a) = f~(a), atunci N  < Ni și 
P < Pi .Această proprietate este alt mod de caracterizare a descompunerii 
Jordan.

Continuăm cu alte proprietăți ale lui f.
11) Are discontinuități doar de prima specie (are limite laterale finite în 

fiecare punct)
12) Salturile lui f  , care în modul sunt mai mari c ae  > 0, nuau  puncte 

de acumulare la distanță finită.
13) Funcția f  are o mulțime de discontinuități cel mult numărabilă.
14) La acest punct vom construi un exemplu de funcție cu variație finită 

pe T.
Fie (xn ) un șir de puncte în T și (u„) un șir de numere reale cu

J 2  |« n |  <  OO- 
n

Fie
=  E

{n |x„< z}

Funcția s : T —> R  are următoarele proprietăți:
a) Este continuă la dreapta, continuă în orice x ^  xn , are discontinuități 

de prima specie și sțxn ) — s(xn  — 0) = wn ,pentru orice n.
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b) Are loc egalitatea

s ^ )  =  E  A s (w )
{u|o<ti<l}

c) Funcția s are variație finita și

N W  =  E  W  =  E  lA s WI 
{n|xn <x} {u|a<u<i}

15) Fie f  : T  —> R  o funcție cu variație finită continuă la dreapta și 
fie (rn ) un șir de puncte din T  în care f  are discontinuități. Notăm un  = 
f{ x n } — f ( x n  — 0). Presupunem că dacă f(a ) ^  0 ,xo = a, iar UQ = f(a). 
Definim

S (I ) =  E  u n^ VĂ1 ) =  f ( x ) — S (I )> pentru orice x ET.
{n|i„<z}

Funcția tp este continuă, cu variație finită, și

f  = cp+ s imde s(r) =  £  lA /(«)l
{u|a<u<i}

se numește descompunerea Lebesgue a lui f .  .
16) Presupimem că funcția f  este nenegativă și crescătoare. Să se arate 

că p> este cea mai mare funcție continuă, nulă în a, care minorează pe f .
17) Fie f  o funcție cu variație finită pe [a, oo) și

f{x) = <p(x) + s(x), x e [a. oo)

descompunerea ei Lebesgues. Atunci

l/IW  =  l^l W  +  N O ), x  e  [a, oo)

este descompunerea Lebesgue a lui | / |  .
18) Fie f  o funcție cu variație fimtă, continuă la dreapta definită pe R+ 

și //y măsura Lebesgue Stieltjes asociată ei ( unica măsură pe B(R+) care 
verifică //y([0, t]) = f(t)). Să se arate că, dacă

f  = N - P

este descompunerea Jordan a lui f ,  atunci

l1/ —  RN RP
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este descompunerea Jordan a lui ^y, deci

VN + VP =  |M/I>

Și
1̂1 = ̂ |/|

adică variația lui ^y este măsura Stieltjes asociată lui |/ |.
Cu aceasta, încheiem lista de proprietăți de ale funcțiilor cu variație finită 

necesare pentru studiul proceselor cu variație finită.
Dacă A  =  (X^teR^ este un proces cu traiectorii continue la dreapta și cu 

variație finită , dacă t G R +  și

t ^  = unde 2 =  0 , 1 , 2 - ( { ^  |i =  0 , 2n }

este partiția diadică a intervalului [0, t]), definim

2n - l
( 1 )  ^ ^ ( w )  =  1 ^ 0 ^ )  | + S U P  ^  | d ( (n) - d t („) | 

n i=0 1+1 *

Datorită continuității la dreapta a traiectoriei w a lu id ,  se verifică faptul 
că supremumul din membrul drept este chiar variația acestei traiectorii de la 
0 -  0 la t, fapt care justifică folosirea aceleiași notații ca în exercițiul de mai 
sus.

Procesul |d | =  (|A|t) este crescător, continuu la dreapta, cu

(2) | 4 - K  = I A - A - I

Dacă 4̂ este adaptat, din (1) se vede că |Â| este adaptat. Funcția l A ^  = 

l 'm t->co |^4 k  se numește variația totală a lui A  Se observă că

(3) |A|o o = | 4 |  + s u p £ |d iW  - A („)|, f ) =  z2-n
) z = 0,1,2,...

n  2=0 1 + 1  ;

Definiția 2.2 Dacă
y  IXIcodP < oo

vom spune că A are variație integrabilă.

Dacă A are variație integrabilă, aproape toate traiectoriile lui au variație 
finită și datorită convenției de identificare a proceselor indistinguabile, se 
poate presupune că toate traiectoriile au variație finită.
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Definiția 2.3 Procesele adaptate, continue la dreapta, cu variație finită ( 
respectiv integrabilă ) se vor numi procese V F  (respectiv, procese V I). Dacă 
A este proces V I, vom nota

||A||„ =  I  [A ^d P

Vi — {A\A proces V 1} și V = {A\A proces VF}

Mulțimea proceselor V I  (respectiv, VF) formează spațiu vectorial și funcția 
A —>■ ||J4||B : Vi —» R+  este o normă.

Fie .4 G V și fie

B. =  i ( I A  +  M  Ct = h \ A \ , - A , )

Procesele B = (Bt ) ȘÎ C = (Ct) sunt nenegative, crescătoare și avem

(4) A t  = B t -  C& \A\t  = B t  + Ct .

Relațiile (4) se vor numi descompunerea Jordan a lui A. Pentru fiecare cu 
fixat, descompimerea (4) este descompunerea Jordan a traiectoriei cu a lui 
A  ( vezi exercițiu pag 35 ). Dacă A este V I , atunci Boo =  limt_o o B ( și 
C ^  =  lim^oo Ct  simt integrabile, deci B și C simt V I .

Fie A  un proces F F  și e > 0. Pentru cu 6 fi, să definim

T(w) =  inf{t | |A M  -  A -(w )| > E}

Funcția T  este opțională, iar procesul

(w,^ △̂ r(w)l[T,oo)(w,i) = A 4 T (w)l{T <t }(w)

este adaptat. Considerăm acum procesul

A t  — A A il^r^ty

El este diferența a două procese VF, deci este VF. Ii aplicăm aceeași 
operație ca mai sus, ș.a.m.d. In acest mod eliminăm din A toate salturile 
> e. Facem apoi e = en  ^  0. Construim în acest mod un șir (Tn ) de opționale 
cu grafice disjuncte, astfel încît procesul VF

A $ : =  A t -  EA^r„l{Tn<t}
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rămîne continuu. Am obținut următoarea reprezentare pentru A :

(5) A  = A  + A", unde .4? =  £ A A r . l { r n <tj =  £  A A 
n u<t

Reprezentarea (5) se numește descompunerea Lebesgue a lui A. Pentru fiecare 
w fixat, (5) dă descompunerea Lebesgue a traiectoriei uz a lui A (vezi exercițiul 
de la pag. 35 ) . Ac se numește componenta continuă a lui A, iar A d se 
numește componenta pur discontinuă (variază doar prin salturi) a lui A

Din exercițiul de la pagina 35, rezultă că

(6) IA. =  |A |, +  £  I M s I l f r .» )  =  |A |,  +  £  |A A I 
n u<t

iar |AC| =  |A|C și |Ad | =  |A|d , adică (6) este descompunerea Lebesgue a lui 
14

Propoziția 2.1 Dacă A este proces V F  ( respectiv,VI) și este previzibil, 
atunci \A\ și componentele lui A din descompunerea Jordan sunt previzibile.

D em onstrație  Fie e >  0 și

M  =  {(w^) I I > 4

Această mulțime este previzibilă. Dacă T  este prima intrare în M, atunci 
[T] C M și [T] =  M \  (T, oo), de unde rezultă că [T] este previzibilă, ca 
diferență între două mulțimi previzibile. Deci T  este opțională previzibilă ( 
propoziția 1.16). Deoarece A este previzibil, AA^ este FT-~ măsurabilă ( 
propoziția 1.14 ), prin raționamente standard se verifică faptul că

|AA-r|l[r,co)

este previzibil. In descompunerea Lebesgue de la (6) , toate procesele din 
membrul drept sunt previzibile. Rezultă că |A| este previzibil. Mai departe, 
componentele din descompunerea Jordan a lui A de la (4) sunt previzibile și 
demonstrația este încheiată.

2.2 D ezintegrarea m ăsurilor

Din nou (D ,F , P ,F t , t  €  R + ) este un cîmp de probabilitate filtrat verificînd 
condițiile uzuale (vezi începutul cap.l).
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Fie A  un proces continuu la dreapta cu variație integrabilă (definiția 2.2). 
Daca X  este un proces măsurabil mărginit, definim

P A(X ) = j ^  X ^ d A ^ d P ^

In integrala din interior integrandul este secțiunea cu a lui X, iar măsura 
integratoare este măsura Stieltjes generată de traiectoria

t —> At(aj) : [0, oo) —> R

a lui A, presupunînd AQ_ =  0. Această măsură este o măsură vectorială (cu 
valori în R, sau măsură cu semn). Prin raționamente standard se arată că 
integrala din interior este o funcție măsurabilă , mărginită de

su p |x f (w) HAIoo

care este P —integrabilă. Deci PA  se poate considera o măsură vectorială 
definită pe cr— algebra mulțimilor măsurabile J- ® B(R+ ), nulă pe mulțimile 
evanescente ( definiția 1.3).

Teorema următoare arată că măsurile nule pe mulțimile evanescente sunt 
doar de acest tip. Dar mai întîi dăm următoarea propoziție :

Propoziția 2.2 Fie A și B  procese continue la dreapta cu variație integra
bilă. Atunci

PA = PB  &  A = B

Demonstrație Numai ” => ” este netrivială. Fie

X  =  lFx[0,t]

unde t E R +  și F  E F . Avem

J  A t dP = j \ f  l F x[oj](u,s)dAs ( u j ^

= PA{F  x [0,t]) = P B (F  x [CU]) = j  B t dP

Rezultă At = Bț, a.s , oricare ar fi t și folosind continuitatea la dreapta a 
traiectoriilor lui A și B, rezultă A = B  (pînă la relația de indistinguabilitate)
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Teorema 2.1 Fie p : F  ® B (R + ) —> R o măsură (cu semn) nulă pe mulțim
ile evanescente. Atunci există un unic proces A, continuu la dreapta cu vari
ație integrabilă , astfel încît p  = PA. Dacă \p\ este variația lui p, atunci 
W = P\A\

Demonstrație Unicitatea este propoziția anterioară.
Pentru a demonstra existența, vom presupune mai întîi p > 0.Pentru 

t > 0 fixat și F  E F , fie

^ (F )  := p(F x[0 ,f[).

Funcția p t  este măsură absolut continuă de P,pentrucă p se anulează pe 
evanescente. Fie $ t  o versiune a derivatei Radon-Nicodym a lui ^ t  în raport 
cu P. Axe loc relația

/ i(F x [0 ,t ] )=  /  $ t dP

pentru orice F  E F . Din monotonia lui ca funcție de mulțime, rezultă că 
4 < s => $ ( < $ s a.s. Fie

At (w) =  inf{$r (w ) \ r > t ,r  rațional}

Să demonstrăm că. At = $t,a.s. Din inegalitatea $ r  > $; a.s.,pentru orice 
r > t, rezultă A t  > $ {,a.s. Pe de altă parte, dacă (rn ) este un șir de raționale 
care descrește la t, avem A t  =  lim ^co $ r n , a.s., și din teorema convergenței 
dominate și a proprietăților lui p  se obține

/  A t dP = lim /  ^ r n dP = lim p(D x [0, rn ]) 
J n—>oo J  n—*oo

= P(D x [o.*])= y  ^ t dP,

deci At  = $ t )a.s.
Procesul A = țAț) este crescător, nenegativ, continuu la dreapta, și avem

p(F  x [0, /]) = f  $tdP  = j { j  l FxlO jt]dA t )d = PA{F x [0,4])

pentru orice t > 0 și F E F . Rezultă

/  A ^dP  =  lim /  A t dP  =  lim p(D x [0,t]) = pțD x [0, oo)) < oo,
J t—+OO J t—>oo '
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adică A ^  este integrabilă și /z =  PA, deorece coincid pe o mulțime de gen
eratori ai lui F  ® B(R+ ) stabilă la intersecții finite, care conține pe fi x R + .

Să presupunem că /z este cu semn și că /z =  /z+  — p,~ este descompunerea 
Jordan a lui p. Măsurile p + și p~ se anulează pe mulțimile evanescente (din 
proprietățile descompunerii Jordan, sau din faptul că |/z| = p+ + p~ se mai 
poate caracteriza astfel : dacă M  E F  ® S (R + )

n
(l)|/z |(M ) = su p { E |M( W | |M =  U ^ ^ e ^ ® ^ ) , 

2=1 2=1
M i^ M j = $ ,i  ^  j , i , j  = 1,2,...,n ,n  = 1,2,..})

Fie B și C procesele construite în prima parte a demonstrației care au 
proprietatea ca p+ = P B  și /z~ =  PC. Fie A = B  — C. Procesul A este 
continuu la dreapta, |J |  < |B |+ |C | =  B  + C, și |A|oo < Boo + Coo, Deci ținînd 
seama de prima parte a demonstrației, A are variația integrabilă. Avem

p = p+ -  p '  = P B  -  PC = P(B - C )  = PA

Și

iar
|^| = p + + p~ = PB + PC = P(B  + C)

P\A\ < |/z|
Pe de altă parte

I M W I  = U  ^ l M dAdP l M d\A\dP = P\A\(M)

și din (1) rezultă \p\(M) < P\A\(M ), pentru orice M  E 7 ® B (R + ),deci 

P\A\ = \p\ = \PA\

Teorema este demonstrată.
In continuare vom răspunde la următoarea întrebare: cînd procesul A 

din teorema de mai sus, are proprietăți suplimentare de măsurabilitate, mai 
precis , este opțional sau chiar previzibil.

Teorema 2.2 Fie A un proces continuu la dreapta, cu variație integrabilă. 
Atunci A este opțional, dacă, și numai dacă.

PA = PA O 7T°, 

unde TC este proiecția opțională,.
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Demonstrație Proiecția opțională are proprietăți care fac membrul drept 
măsură pe a— algebra mulțimilor măsurabile (corolarul 1.4).

Să demonstrăm implicația”numai dacă” .Va fi suficient să arătăm că cele 
două măsuri coincid pe prucese de forma x = l^xfofl unde F  G F  și t > 0. Se 
știe (teorema 1.5) că ^ x  m lfiX|0,t| unde m  = (rn3) este mrtingalul cadlag 
ce verifică pentru orice s > 0, m 3 = E(1F |7 3) a.s. Avem

PA(n°x) = j  j  m Ăv)In*\o ,t}^

m adA3dP

Pe de altă parte, dacă

ti = i~ n
pentru z = 0,1,..., n, avem

PA(x) = S  /  ^ t™  - \ ^ ) d P  +

n—1 „
5 2  /  ^ ( ^ ( ^ t '" ’ _ At (n))|5 t(n))dP  + 
i=o J ’+1 ' ,+1

n—1 .

5 2  (At (Q — A t^Ă E (lp \F t ^
i=0 ’+1 ' ,+ 1

n—1

Uk / ". ),  m tt t
<
+
n̂

l 
A + i ]

A om,odP

Avem

PA(TT°X — x

unde
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Din continuitatea la dreapta a traiectoriilor lui m, rezultă

nl—im>oo Hn (w, s) =  0 , pentru orice wși t 

și convergența este dominată. Implicația este demonstrată aplicînd de două 
ori terema convergenței dominate.

Implicația inversă se bazează pe următoarea Iernă cu caracter general.

Lema 2.1 Dacă f  este o v.a. integrabilă pe (D ,T ,P ) șiQ o sub—a — algebră 
a lui T , atunci f  este Q— măsurabilă dacă și numai dacă

j  fg d P  =  0, oricare ar fi g, v.a.mărginită, cu E(g\S) = 0

Demonstrație Numai implicația” dacă” este netrivială. Intr-adevăr, dacă 
B E F  avem

/ t f - ^ f  \G))dP = I  l B f d P -  I  l B E (f\g )dP  =

I  l B fd P  -  j E ( l B \g) fd P  = J ( 1 B -  E(1B ^)) fd P  = o

deoarece, g := 1B  — E { lB \g) este mărginită și E(g\g) =  0. Mulțimea B  este 
arbitară în E , deci f  — E ( f  |^) =  0,a.s.

Vom reveni acum la demonstrația implicației ”<= ” din teoremă.
Deoarece A  este continuu la dreapta și are limite finite la stînga fiindcă 

este proces cu variație finită, va fi suficient să demonstrăm că este adaptat 
(propoziția 1.13 b)). Aplicăm lema de mai sus. Fie g o v.a. mărginită cu 
E(g\Et) =  0. Avem

j  gAtdP = ^  J  gl\o,t]dAsdP = PA(gȚOy) =

= PA(TT°(gl\Oit]) = PA(mlnxyott])

unde m 3 = E(g\E s ) a.s. Dar pentru s < t.avem

m s = E ^ E Ă  = E(E(g\E t )\Es ) = 0,

datorită ipotezei impuse lui g.
Teorema este demonstrată.
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Teorema 2.3 Fie A un proces continuu la dreapta cu variație integrabilă.
Sunt echivalente următoarele proprietăți :

1) A este previzibil
2) PA = PA  o 7rp , unde TTP este proiecția previzibilă.
3) A are următoarele proprietăți :
a) AT  este FT-  — măsurabilă, oricare ar fi opționala T  previzibilă.
b) dacă T  este total inaccesibilă,

P ({A T  7̂  ^ r -} )  =  0

Demonstrație 2) => 3) F ieT  o opțională previzibilă. Pentru a demonstra 
că AT este ^ - —măsurabilă, vom aplica Ierna 2.1.Fie g o v.a. mărginită cu
E(?|7r-) =  O.Avem

[  gAT dP = P A {g l[0>T\) =  P A ț^ ^ lp .r ] ) )

Dacă m = (m3) este un martingal cadlag ce verifică m s = E(g\Fs ) a.s. 
pentru orice s,atunci

TT^lfO .TjX^s) =  m 3_ (w )l [Oir](w ,s).

Pentru a aplica lema mai trebuie să arătăm că integrala de mai sus este 
nulă. Va fi suficient ca

m s (w )l [O iî)(w ,s) =  0.

Intr-adevăr, dacă (Sn ) este un șir ce-1 anunță pe T  (definiția 1-1), vom avea 
[0,T) = Un [0, Sn ] și va fi suficient să arătăm că

m s (w)l[o,s „](w,s) =  0

Dar
m s (w)l[0 ,S n |(w ,s) =  m s (w )l{ s<s „} =  m ^ ț ^ ^ l ^ ^ j  =

~ ^'(5|Pnun(s,Sn))l{s<S„} =  P ^P ^d ^P min(s,S„))l{s<Sn } =  0

In a treia din egalitățile de mai sus, am folosit teorema de opționalizare 
2-11 din [9] și în ultima eon folosit incluziunea

Pmin(s,Sn) —̂ FT ~ 

care rezultă din propoziția 1.6 b).
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Să observăm că din a) rezultă în particular și că A este adaptat, 
b) Fie T  o opționala total inaccesibilă. Avem

I ( A T  -  A T T)dP = P A ( lm ) =  P A ^ l ^ ) )

ultima egalitate fiind adevărată din ipoteză. Dar

^ ( im )  -  o

pentrucă oricare ar fi opționala previzibilă S  avem

l|T |(w ,S(w )) =  l{r=s<oo}(w) =  0 a.s.

și ținem seama de definiția proiecției previzibile din Teorema 1.5. Deci

(AT — AT—̂ dP =  0.

Dacă B  G TT ,

j  {AT  -  AT _)dP = I (ATB -  A r ^ d P  = 0

ultima fiind adevărată pentrucă TB este total inaccesibilă (propoziția 1.8 a)).
Va rezulta A r — AT~ = 0,a.s.

3) => l).Fie
A = AC + A d

descompunerea Lebesgue a lui A (formula (5) pag. 41). Avem

A t =  ^ 2  △^ r n l{ rn <t} 
n

unde graficele opționalelor Tn  sunt disjuncte două cîte două. Deci

((u , t ) l * ) ; i ^ M ) c U |T . I 
n

Din Corolarul 1.3 rezultă că opționalele Tn  pot fi sau previzibile sau total 
inaccesibile. Din ipoteza b) rezultă că Tn  pot fi doar previzibile. Dar N A Tn 
este TT^ -— măsurabilă (ipoteza a)) și această proprietate implică, în baza 
propoziției 1.10 și a unor raționamente standard, că procesul

A ^ ( - ) 1 {T„<t}(-) =  ^ ( ^ ^ ^ ( . d )
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este previzibil. Rezultă că A d este previzibil. Componenta A c este proces 
continuu, deci previzibil. In final obținem A  previzibil.

1) => 2) Folosind propoziția 2.1 ne putem restrînge la cazul A  crescător 
, cu Xo > 0. Mai departe, folosind descompunerea Lebesgue a lui A, putem 
trata separat cazurile :

i) 4  =  ^Ipco), c u  T  previzibilă și $  v.a. măsurabilă Er--
ii) A  proces V I  continuu.
Fie x  un proces măsurabil mărginit. In cazul i) avem

PA(x) = 1 1  x t dA t dP = J  xT l{T «x>}^dP -

J^ E ț l r l l T ^ y ^ ^ T ^ d P  = j  $E (xT I{T<co}\FT -)dP

Din definiția proiecției previzibile a lui i  (teorema 1.5) avem

^ ( Î T 1{T<OO} |^ T - )  =  (pP^T^-{T«x>}

deci

PA(x) = j  &(np x)T l{T< oo}dP =  y  y  (APx) t dA t dP = P A ^ x )

In cazul ii) vom avea nevoie de următoarea Iernă de funcții reale de vari
abilă reală.

Lema 2.2 Fie a : R +  -> R +  o funcție crescătoare, continuă la dreapta, cu 
a(oo) := lim^oo a(t) < oo. Fie t 6 R +  și

c(t) := inf{s | a(s) > t}

Funcția c este crescătoare, continuă la stînga, și pentru orice f  : R +  —> R + , 
boreliană și mărginită, are loc egalitatea

ra(oo) roo

/  f ^ t ^ d t  = f(t)da(t)
Jo Jo

Demonstrație Vom arăta mai întîi că c este continuă la stînga.
Intr-adevăr, dacă există t G R + ,cu c(£ — 0) < c(t) și alegem h cu c(t —0) < 

 ̂< c(t).rezultă că pentru orice e > 0, avem c țt—e) < h < c(t) și a(h) > t —e,
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de unde a(h) > t. Pe de altă parte, din inegalitatea h < c(i) rezultă a(h) < t 
și s-a obținut o contradicție.

Funcția c : [0,oo) —> [0,oo) este finită pe [0,a(oo)] și pentru t > a(oo) 
avem c(t) =  oo. Aplicînd o formulă de transport,

f  f(c(t))dX(t)=  f  f(u )d (X o c-y )
J fO,a(oo)] J |0,oo)

unde c- 1  este aplicația preimagine asociată lui c și A este măsura Lebesgue 
pe dreaptă. Să observăm că

Aoc_ 1 ([0M) =  A({s|c(s) < u}) =
=  A({s|s < a(u)}) =  A([0,a(u)) =  A(u)

și Ierna este demonstrată.
Revenim la demonstrația teoremei înn cazul ii). Fie

(^(w) =  inf{t | A M  > «}

Cs simt opționale previzibile, deoarece graficul lor

[CJ =  ( ( " , i ) I A M > » W . , ”«)

este o mulțime previzibilă ( mulțimea descăzut din membrul drept este pre
vizibilă pentrucă A este continuu, deci P —măsurabil). In calculele de mai 
jos se va folosi lema 2.2.

PA^x) = j \ f  X s ^ d A Ă ^ d P ^ 

~  J  J  X c Ă-{c.,<oo}dsdP =

Din definiția proiecției previzibile avem

y z c s i { c , < o o } d p = y
deci

PA(x) =  / 0 d s ^ / ^ ^ c .

)̂ =  y  ( y  i(w, C Ă^ds^dP^aj) 

/o ^ Z  X c ^1 ^ <o°yd -P ^

(TPx)c,l{c,< 00}dP.

U c ^ d P )  = PA(tf>x}
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Corolarul 2.1 Fie p o măsură care nu încarcă mulțimile evanescente. Pre
supunem că p = /J, o TC( respectiv, p  = p o TA). Atunci există un proces 
A, continuu la dreapta, cu variație integrabilă, opțional (respectiv, previzibil) 
unic, astfel încît

p = PA.

Demonstrație Se aplica teoremele 2.1, 2 .2 ,2 .3 .

Definiția 2.4 Se spune că măsura p-, P  ® ®(R+ ) —> R, comută cu proiecția 
opțională (respectiv, previzibilă), dacă p = p o iC( respectiv, p  = p o TTP )

Corolarul 2.2 Dacăp comută CUTV°( respectiv, irp ), atunci \p\, p+ ,p~ comută 
cuj^ț respectiv, TC).

Demonstrație Din ipoteză, rezultă că ^  nu încarcă mulțimile evanes
cente. Aplicînd corolarul anterior, rezultă că există A opțional (respectiv, 
previzibil) astfel încît p = PA. Din teorema 2.1 , avem \p\ = P\A\ și |A| este 
opțional ( respectiv , previzibil din propoziția 2.1) Din teorema 2.2 (respectiv 
2.3) rezultă că \p\ comută cu 7r°( respectiv, 7rp ). Din

/  = ^(M+ IMDȘÎ M"  =  ^(W  -  M)

rezultă, aceeași proprietate pentru p+ și p~.
Următorul corolar completează propoziția 2.2.

Corolarul 2.3 Fie A și B  procese continue la dreapta, cu variație integra
bilă, opționale (respectiv, previzibile). Atunci A = B  o  PA  o TT° = P B  o / ( 
respectiv, PA o 7rp = PB  o TA) PA\o = PB\o ( respectiv, PA\p = PB\p}

( PA\o este restricția lui PA  la O , etc)

2.3 C om pensarea proceselor V I

Reamintim că procesele V I  sunt procese continue la dreapta, adaptate ( deci 
opționale ) cu variație integrabilă (definiția 2.2).

Propoziția 2.3 Fie A un proces V I. Atunci

PA  o 7FP =. 0 O  A martingal cu AQ = 0
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Demonstrație Dacă PA  o 7rp =  0, din propoziția 1.12 c) rezultă că

P A ^SFUF]) =  0,

sau „
(i) y  A ș d P = y  A t dP,

pentru orice F  E F3 și t > s > 0 ( sF  este restricția opționalei identic egale 
cu s, la F, etc). Deci A  este martingal.

Dacă F  6 7-o,rezultă ,

(2) PA([0F ]) =  0 , sau y  A odP =  0

de unde rezultă că Ao =  0, a.s.
Reciproc, dacă A  este martingal nul în origine, relațiile (1) și (2) sunt 

satifăcute. Dar (1) înseamnă

PA(F  x (s,t]) =  0,

oricare ar fi t > s > 0 și F  E F s și (2) înseamnă

P A(F  x {0}) =  0,

oricare ar fi P  6 Po- Rezultă că PA  se anulează pe o mulțime de generatori 
ai lui V  (vezi exercițiul 1.1) închisă la intersecții finite, deci PA  o 7rp =  0.

Corolarul 2.4 Un martingal A,nul în origină și proces V I previzibil, este 
nul. In particular, un martingal nul în origină și proces V I continuu, este 
nul.

Demonstrație Din propoziția precedentă avem PA a FP = Q. Din coro
larul 2.3 se obține A = 0.

Teorema 2.4 Fie A proces V I . Există o descompunere unică

A -  Â + c A

în care Â și CA sunt procese V I , Ă este previzibil și r A este martingal nul în 
origină.
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D em onstrație  Se construiește m ăsura p  = P A  o TTP , care com ută cu 
proiecția previzibilă și i se poate aplica corolarul 2.1. Există un (unic) p ro 
ces previzibil Ă , astfel încît P A  o 7TP =  P Ă . Fie CA  = A  — Ă . Evident, 
P^A) Q 7rp  =  0. Din propoziția 2.3 rezultă că CA  este m artingal nul în orig
ine.

Observăm că dacă B  este a lt proces V I  și a , (3 simt constante nenegative, 
avem P(aA+/3B')oTîp  = P ța A + flB ) . In aceste comdiții, pentru  a  dem onstra 
unicitatea este suficient sa presupunem că

0 =  Ă +  CA

și să arătăm  că fiecare termen din membrul drept al acestei egalități este 
nul. Intr-adevăr, CA  este proces V I ,  m artingal nul în origine și egalitatea 
CA = —A  a ra tă  că este și previzibil. Din corolarul 2.4 rezultă CX =  0, deci și 
Ă = 0.

Definiția 2 .5  Fie A  proces V I .  Procesul A ( unic) din teorema 2-4 se nu
mește proiecția previzibilă duală a lui A  sau compensatorul lui A , iar A  —A  = 
CA se numește compensatul lui A.

Corolarul 2 .5  Dacă A  este proces V I ,  proiecție previzibilă duală A  se car
acterizează în următoarele două moduri:

a) unicul proces V I  previzibil, cu

P A  O 77P = P Ă

b) unicul proces V I  previzibil cu proprietatea că A  — Â  este martingal nul 
în zero.

Observația 2.1 Dacă A  este proces V I ,  aplicația A  —>■ CA  este liniară.

Observația 2 .2  Dacă A este proces V I ,  avem

CA =  Ă A - A 0 Y

deoarece compensatul unui proces constant , egal cu A o , este procesul nul.

Corolarul 2.6 Fie A un proces V I  și A  = A c + A d  descompunerea Lebesgue 
a lui A. Au loc următoarele relații:

CA  = c (Ad ) ș iÂ  = A c + (A d )
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Demonstrație Din faptul că PA C o np  = PA C (teorema 2.3) și din coro 
larul anterior, rezultă

(Ac) = A c , deci c ( # )  =  0

Trecînd la procese compensate în descompunerea Lebesgue, din liniaritate, 
se obține prima relație din corolar. A doua relație se obține trecînd la com
pensator în descompunerea Lebesgue.

Teorema următoare dă structura proceselor V I  care simt martingale.

Teorema 2.5 Fie M  un proces V I. Atunci M  este martingal, dacă și numai 
dacă

Mt ^ M 0 +c ( ^  ^ )
0<s<t

In acest caz avem
(M d ) = Mo -  M c ,

deci proiecția previzibilă duală a lui M d este continuă.

Demonstrație Mai întîi observăm că dacă procesul M  este martingal, 
descompunerea din teorema 2.4 este

(3) M  = MO + ( M -  Mo)

Deci, M  — MQ = CM  și aplicînd corolarul anterior

M ~ M 0 = c (M d ),

relație care scrisă la momentul t dă prima din relațiile din teoremă. Inegali
tatea strictă s > 0, din enunț, poate fi înlocuită de cea nestrictă (observația 
2.2)

Reciproc, dacă un proces V I, M, are expresia din teoremă, atunci M  este 
martingal, deoarece compensatul oricărui proces V I  este martingal.

A doua relație din enunț este a doua relație din corolarul 2.6, aplicată lui
M. Intr-adevăr, folosind și (3) avem

Mo = M = M C + (M d )
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Propoziția 2.4 Dacă M  este un martingal V I  și N  este un martingal 
mărginit, atunci

3<t

este martingal uniform integrabil, nul în origine. In particular

M ^N ^dP =

Demonstrație Mai întîi să observăm că în aprope fiecare w € D, seria de 
mai sus este absolut convergentă, sumele ei parțiale fiind dominate de

|M |00(u)2sup |M(w)| < oo a.s.

Vom demonstra mai întîi (4). Aplicînd teoremele 2.2 și 1.5, avem

=  FM (A 00l f0)0o))

=  PAlfn^Vcolp.co))) =  /  /  N t dM t dP
J J  [0,oo)

Dar

[  [  N t dM t dP = 
J J [0,oo)

r  [  [  N t _dM t dP = 
J J [0,oo)

\ - N t ^ d M t dP +

Să observăm că

P M ^ ( N ) )  = P (M  -  M ^ ^ N ) )  + jN o -M o d P  =  0, 

deoarece martingalului V I, nul în origine, M —MQ , i se poate aplica propoziția 
2.3., iar No_ = 0.

Pentru a demonstra prima parte a propoziției, fie T o opțională și N T 
stopatul lui N  la momentul T, aulică N T  = ( N ^ ^ T) ) ^ -  Aplicînd lui N T 
egalitatea demonstrată mai sus, se obține

3>0
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s a u  .
(  M T N T d P =  f  ( ^ A M s ^ N s )dP.
J s<T

Fie
K t  := M t N t  -  ^ ^ M ^ N S

Procesul (Xt)te[0,oo| este ad ap ta t și are proprietatea că oricare a r fi opțion
ala T , K T  este integrabilă și

y  K r dP  =  0

Lema de mai jos încheie dem onstrația.

L em a 2 .3  Fie K  = ( K ț ^ Q ^  u n  proces adaptat cu proprietatea că oricare 
ar fi opționala T, K T  este integrabilă și

j  K T d P  = c

unde c este o constantă. A tunci K  este martingal.

D em onstrație  Fie s <  t  și A G F s . Fie s^  restricția opționalei identic 
egale cu s la 4  (definiția 1.5) . Avem

[  K s  =  [  K S A d P -  [  K oodP  =
JA J J Q\A

= [ K t A d P - [  K o od P =  [  K t

J J Q\A  JA

In încheierea acestui paragraf vom da două exemple de martingale VI. 
Aceste exemple vor fi reluate în penultimul paragraf al acestui capitol.

T eorem a 2.6 Fie T  o opțională și f  o v.a. integrabilă, măsurabilă în raport 
cu T T  și astfel încît {T  =  oo} C { /  =  0}. Considerăm procesul V I

At =  f l{T<t}

a) Presupunem că T  este total inaccesibilă. A tunci CA  este continuu cu 
excepția graficului lui T  iar A ț cA )T  = f-  Dacă f  e  L ^ F T ), rezultă (A )M £
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b) Presupunem T  previzibilă și P ({T  > 0}) =  1. Dacă 

j  fgdP  = o

oricare ar fi g mărginită ș ip ? - — măsurabilă (în particular, dacăf 6 L2(PT )G 
LẐ PT-)), atunci A  = CA.

Demonstrație a) Prima parte a acestui punct este echivalentă cu conții 
nuitatea lui Ă. Fie e > 0 și

S(yj) =  inf{/ > 0| |Ă(w) -  Ă_(w)| > e}

Opționala S  este previzibilă (vezi demonstrația propoziției 2.1) și

f ( Ă B  -  Ă ^ ) P  =  PÂ(|S]) =  PA([S])

Dar
^ O  =  j { A s -  A s ^ d P  = P ({S  =  T < oo}) =  0

pentrucă T  este total inaccesibilă și S  este previzibilă. Deasemenea, dacă 
F £ PS - .avem

j ( Ă s  = Ă S - )P  = ^ Ă S F = Ă S F - )P  = 0

deoarece SF este previzibilă ( propoziția 1.8 b) ). Dar (A s~  A s-)  este Ps~ — 
măsurabilă (teorema 2.3 ) și rezultă As = A s-  a.s., deci S  = oc a.s. și cum 
e > 0 este arbitrar, A nu are salturi, deci este continuu.

Să arătăm că AQO este de pătrat integrabil. Va fi suficient să arătăm că 
există o constantă c > 0,astfel încît, pentru orice v.a. h mărginită, să avem

। y  h Ă ^ ^  c \\h\\

(deoarece v.a. mărginite sunt dense în L2 în topologia lui L2 și L2 este 
autoadjunct). Intr-adevăr,

11  hĂ^dP} = I P ^ U QXRJ I  =  jPX(7rp (h lQ x R J ) |

= \ [ ^ - ( u ) d A t (u)dP(pj)\
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unde (mt)t>o 1111 proces continuu la dreapta cu lim ite finite la stînga, verificînd 
pentru  orice t ,m t  = E (h\F t) a.s. M ajorînd modulul integralei de mai sus, se 
obține

| [  hĂ oodP\ < [  s u ^ r r i t ^ A o o ^ ^  <  ||sup |m t(w )|[ | || ^ H

Din inegalitatea normelor a  lui Doob ( [9] teorem a 2.9), rezultă

||su p |m t(w )||| <  2 su p ||m t|| 
t t

Se obține

| j h Ă ^ d P \  <  2 su p ||m ,|| || ^ | |  <  2 ||h || || ^ | |  =  2||/>|| ll/H

b) Va fi suficient să ară tăm  că A  este m artingal nul în origine (în baza 
unicității descompunerii din teorema 2.4) sau că

E W V  = f l { T <t},

pentru orice t >  0. Intr-adevăr, dacă B  E F t  avem

[  f d P =  [  f l { T ^ t } d P +  [  f l {r>t } n B dP 
JB JB J

Dar B  D {t < T }  6 ^ - (p ro p o z iț ia  1.5 a)) și ultim a integrală de mai sus este 
nulă, în baza ipotezei făcute asupra lui f .

Teorema este dem onstrată

O bservația 2 .3  Cînd f  > 0 , A  este crescător.

2.4 D escom punerea D oob-M eyer

Fie un cîmp de probabilitate filtrat (Ț I,?  ,P,:F t , t  E [0,oo)) ce satisface 
condițiile uzuale (vezi cap i, §1).

D efin iția  2.6 Se numește potențial, un supermartingal p = (pt)te[o,co) co n ' 
tinuu la dreapta, nenegativ satisfăcînd condiția
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Fiind supermartingal pozitiv, min(pt, 0) =  0 pentru orice t și aplicînd o 
teoremă de convergență pentru supermartingale (corolarul 2.4 din [L]), există 
limt—>oo Pt : =  Poo a.s și din lema lui Fatou p ^  - 0,deci limt_>0Opt := 0, a.s și 
în Li.

Definiția 2.7 Un potențial p este de clasă D, dacă oricare ar fi șirul crescă
tor de opționale (Tn), cu limn _ o o Tn  =  oo, rezultă

l i m 
n->oo

Prn dP = 0

Propoziția 2.5 Potențialul p este de clasă D, dacă și numai dacă familia 
de funcții {pT  | T  opțională} este uniform integrabilă.

Demonstrație Implicația ”dacă” rezultă din faptul că dacă Tn  —> oo,rezultă 
PT„ -> 0 a.s. Dar șirul ( pr») este format din funcții uniform integrabile.Va 
rezulta în baza criteriului Lebesgue (varianta mai tare a teoremei conver
genței dominate, [9] teorema 2.6), că pTn —> 0 în Li.

Reciproc, să presupunem că p este de clasă D și să arătăm că

lim /  p?dP - 0

uniform în raport cu T. Fie an (oj) =  inf{t | pt (oj) > n}. Funcția an  este 
opțională și an  < crn + ].Din continuitatea la dreapta a traiectoriilor lui p,și 
existența a.s. a limitelor la stînga finite ale lui p (vezi [9] teorema 2.5) rezultă 
că șirul (crn ) nu poate avea puncte de acumulare la distanță finită, și <7n  —> oo 
a.s. cînd n —> oo.

Fie T'fij) = T (UJ), dacă pr(^) > n și T'(co) =  oo, în caz contrar. Avem

/  prdP = ( pT ,dP < / p^dP , 
d{PT>n] J J

ultima inegalitate fiind adevărată datorită teoremei de opționalizare. Rezultă

sup / prdP < /  p<,n dP
T  d { P T > n ]  J

de unde
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uniform în T.
Demonstrația este încheiată.
Tn continuare vom asocia unui potențial de clasă D o măsură pe a — 

algebra mulțimilor previzibile, P.
Fie

J  = {[0B] u  U {Si,Ti] \ B  E T o , S i,T i,i = 1, ...,n opționale, n >  1} 
i=l

Se verifică prin raționamente standard că aceasta este o algebră și că 
intervalele stocastice din această definiție se pot presupune disjuncte două 
cîte două . S-a arătat că c{T} = P  { propoziția 1.13). Fie p un potențial și 
A E T  de forma

( l ) 4 = [ 0 „ ] U U ( S ( ,T (]Î=1
Introducem funcția de mulțime

i=l J

Se verifică că definiția este corectă. Funcția p  este pozitivă și finit aditivă.

T eorem a 2 .7  Dacă p este de clasă {D), funcția p este măsură.

Demonstrația se va baza pe următoara Iernă. In această Iernă vom folosi 
notația

^ [ O BI D U ^ ]
*=1

dacă A are expresia (1) de mai sus.

L em a 2 .4  Dacă H E J ,  și e > 0,există K  E J  astfel încît K  <E H și 
p{H \K ) < e.

Demonstrația lemei.Se poate presupune H  =  (S ,!1].
Fie

Sn  = min(S +  - ,T )
n 

.Avem Sn  S  și

p ^ s ,  I1 \(S „ r] )  =  p((S, S J) = [ ( P S -  Ps^dP.
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Șirul {psn } este uniform integrabil și tinde a.s. la p s . Aplicînd criteriul lui 
Lebesgue, avem

lim p((S, Sn ]) =  lim [ (ps  -  P sJdP  =  0,
n—►oo n—>oo J

deci există un număr natural k =  fc(s),astfel încît , notînd K  = {Sk ,T]

p ( H \ K ) = ^ S , S k ])< e .

Ramîne de demonstrat că se poate presupune

K  = [Sk ,T ] c H .

Aceasta înseamnă că pentru orice QJ, să fie adevărată următoarea incluziune 
de secțiuni

adică următoarea incluziune de intervale pe dreaptă :

| » ,T ( u ) ] c ( S M ,T M
Aceasta este evident dacă S  (w) < T(w), sau S  (w) =  T(u) =  oo. Dacă 
S(u) = T(a>) < oo,avem

( K ^  = {SM Jși Hu  = $.

deci incluziunea nu mai are loc.Totuși, se poate face ca aceste pimcte w să 
nu mai existe, înlocuind pe S  cu S{S <T } ȘÎ Pe  T  cu T{S <T } și observînd că 
prin această înlocuire H  nu se schimbă.

Demonstrația teoremei Fie (Hn) un șir descrescător de mulțimi din J 
cu intersecția vidă. Vom arăta că

lim p(Hn ) = 0 n->oo

Fie e > 0. Din lema de mai sus, pentru fiecare n, există un K n  € cu 
An C Hn , astfel încît

£
^(Hn — Kn) < —

Fie

An =  n  Ki- 
i=l
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Avem Ln  e J ,  și Ln  C Kn  G Hn  și

n n

^ H n  -  L J  = ^ H n  -  Q ^ )  < y y ^ H i  - K ^ e

deci
^ H n ) < p(Ln ) + £.

Va fi suficient să demonstrăm că

lim p{LȚ) = 0

Fie Tn  prima intrare în Ln . Avem

Ln  C (Tn , oo), deci p(Ln) < ^ ( T n , oo)) =  J P r n dP

Deoarece, p este de clasă D, dacă vom arăta că lim^oo Tn  = oo, demonstrația 
va fi încheiată.

Intr-adevăr, pentru fiecare w,secționînd prin cu mulțimea Hn ,avem

n(U = (DM = $n n

dar
n (L n )U C p ( ^ ) u 
n

deci

n w =*
Mulțimile acestei intersecții simt descrescătoare și compacte pe axa reală. 

Din faptul că intersecția lor este vidă, rezultă că există un număr natural 
n(w), astfel încît

(L ^ ^ )^  = $.

va rezulta că

Deci șirul T n ^ )  tinde la oo chiar cu stabilizare.
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Definiția 2 .8  Un supermartingal x  continuu la dreapta se numește de clasă 
D, dacă fam ilia de funcții

{ x T  | T  opțională}

este uniform integrabilă.

Observația 2 .4  Definiția este corectă.

D em onstrație  Deoarece ni particular,

{x t \t €  R + }

este uniform integrabilă, rezultă ([9],teorema 2.8 a)) că există Xoo =  l im t-^  x t 
a.s. și în Li , deci în definiția de mai sus XT  are sens și acolo unde T  = OQ.

Teorema 2 .8  ( descompunerea Doob-Meyer a supermartingalelor) Fie x  un 
supermartingal de clasă D . Există un unic proces crescător A  , continuu la 
dreapta , cu A Q = 0 și A ^  integrabil, previzibil , astfel incit pentru orice t 
> 0, să avem

Xț — M^ Af, a.s.

unde M  = țM t \> 0 este martingal uniform integrabil.

D em onstrație Unicitatea. Presupunem că pentru  orice t >  0 avem

M t - A t = M't  -  A't , a.s.

unde A' și M ' au aceleași proprietăți ca A  și respectiv M , din enunț. Rezultă 
că

Mț — Alț — Aț A^, a.s.

deci M — M ’ este un m artingal V I ,  previzibil și nul în origine, deci este nul 
*n baza corolarului 2.4.

Existența. Fie x ^  =  lim ^oo^t a.s. și în L ^  vezi observația 2.3). Avem 
pentru orice t >  0,

x t  = {xt  -  E ț x ^ F t ) )  + E ț x ^ F t )  a.s.

Procesul
p t  := x t  -  E ^ x ^ F )
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este supermartingal nenegativ, continuu la dreapta, iar martmgalul continuu 
la dreapta și uniform integrabil m  =  (mt )t >0 ,verificînd rriț = E ^x^F t)  a.s. 
([9],teorema 2.10) are proprietatea că

tl—im>oo mt =  E^ool^oo) =  z ^ a -s . și în Lx 

([9],teorema 2.8 b)). Va rezulta că p = (pt)t>o este potențial de clasă D. 
Ultima afirmație e o consecință a faptului că p este diferența a două super- 
martingale de clasă D : o;,prin ipoteză și m  din teorema de opționalizare 2.18 
și propoziția 2.9 din [2].

Fie p  măsura asociată lui p prin teorem 2.7. Măsura p o r p extinde pe 
p pe a — algebra F  ® S(R + ) și va fi notată tot cu p. Măsura p  comută cu 
proiecția previzibilă. Aplicîndu-i corolarul 2.1, rezultă că există A  proces 
previzibil V I, astfel încît p = PA.

Procesul A  are A) =  0 a.s. și pentrucă p este măsură (pozitivă) , A  este 
crescător. Avem pentru t > 0

f  ptdP = p(H x (t, oo)) =  P A (l (tjOo)) =  y  (^co -  A t }dP

în care l( t |OO)=Q X (t,oo). Repetînd același raționament în care opționala 
identic egala cu t, notată cu t, se înlocuiește cu opționala tp egală cu t pe 
F  € Pi și cu oo înafara lui F, se obține

j  PtdP = j  ( A ^ -  A t )dP

unde F  este arbitrar în Ft- Va rezulta

Pt = E ^A ^F t) -  A t a.s.

Corolarul 2.7 Supermartingalul x =  (xt )t>o este de clasa D, dacă și numai 
dacă

x t  = Mt -  A t

unde (Mt) este martingal continuu la dreapta, uniform integrabil și (At) este 
proces continuu la dreapta, crescător, cu Ao = 0 a.s. și A ^  =  lim^coA 
integrabil.

Demonstrație Numai implicația ”dacă” mai trebuie demonstrată. Mar- 
tingalul (Mt ) este de clasă D (aceeași justificare ca și în demonstrația de mai 
sus) iar (~ A ) este dominat în modul de v.a. Aoo integrabilă, deci este tot 
de clasă D.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.4. DESCOMPUNEREA DOOB-MEYER 65

Definiția 2.9 Procesul A (unic) din descompunerea Doob-Meyer a unui su- 
permartingal de clasă D, se va numi procesul crescător natural asociat su- 
permartingalului.

In încheierea acestui paragraf, vom răspunde la următoarea problemă : 
cînd procesul crescător natural asociat unui supermartingal de clasă D este 
continuu?

Definiția 2.10 Un supermartingal x de clasă D se numește regulat , dacă 
pentru orice șir crescător de opținale (Tn } cu Tn  —> T, avem

lim I XT„dP = /  x?dP
J

Teorema 2.9 Fie x  un supermartingal de clasă D. Procesul crescător nat
ural asociat este continuu dacă și numai dacă x este regulat.

Demonstrație Fie
pt = x t -  E ^x^P t).

Procesul p = (pt)t>o este potențial de clasă (D) care este regulat (deoarece 
diferă de x printr-un martingal uniform integrabil). Procesul crescător nat
ural asociat lui x  este cel asociat lui p, deci este suficient să demonstrăm 
teorema pentru p.

Fie A procesul natural asociat lui p ( teorema 2.8). Se știe că A  nu încarcă 
opționalele total inaccesibile (teorema 2.3). Deci (corolarul 1.3 ), există un 
șir de previzibile (Tn), astfel încît

n

Dacă notăm cu S  oricare din opționalele șirului de mai sus și cu (Sn ) un 
șir care o anunță, acest șir urcă la S  și

{S > 0} C Q{Sn  < S} a.s.
n

deci

/  (^s -  A s ^ d P  = [ (As  -  lim A S n )dP =  lim [ (A s -  A S n )dP =
J I n—>oo n—>oo /
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= lim /  &Sa ~ Ps)dP =  lim / PsBdP — I ps dP  =  O

Am folosit faptul că A îl generează pe p în a treia din egalitățile de mai 
sus. Deci P ț{A s  ^  A s-  }) =  0 Dacă definim

A := U M r . / 4 r . . } )

avem P(A) =  0 și pentru orice ai ^ A,taiectoria t  -» Xt (w) este continuă.
Reciproc , dacă A este a.s. continuu și (SȚ) este un șir crescător de 

opționale cu S =  limn _>oo Sn , avem

2.5 Integrala stocastîcă  S tieltjes

Fie A un proces continuu la dreapta cu variație totală (A[^integrabilă. Pro
cesul |A| este și el continuu la dreapta, (se aplică exercițiul de Ia pag 36).
Fie H  un proces măsurabil. Presupunem P |A f(|F |) < oo, adică

(1) /  / | f f t H | d M k ( w ) d P n  <  oo

Definiția 2.11 Se numește integrală stocastică a lui H în raport cu A și se 
notează cu H.A, procesul definit prin

(2) (H.A)t ^ )  = f  Hs ^ ) d A s ^
•Wl

Din ipoteza (I) rezultă existența lui (2).
Proprietățile imediate ale aplicației H —> H.A sunt enumerate în propoz

iția următoare:

Teorema este demonstrată.
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Propoziția 2.6 a) (H.A)Q = HQAQ
5) H.A este continuu la dreapta și are variația totală integrabilă.
c) pentru orice s > 0 ,

(H.A)S - { H - A } ^  = HS(A S -  A sj  sau &(H.A)S = HS&AS a s .

d) Dacă A  este adaptat și H  este progresiv măsurabil (în particular opțional), 
rezultă că H.A este opțional.

e) Dacă A este crescător și pozitiv și H  > 0, rezultă că H.A este crescător 
și pozitiv.

f )  (H A  K ).A  = H.A + K.A, unde K  are aceleași proprietăți ca ș i H.
g) (a,H).A = <x(H.A) petru orice <2 € R

. h) Dacă K  este proces măsurabil și mărginit, rezultă că K H  este măsura
bil și (P\A\){\KH\) <oo și

K.(H.A) = (K H ).A

i) Dacă A  este crescător și pozitiv și dacă 0 < Hi < ... < Hn  < ... și 
H = lim^oo Hn  este integrabil în raport cu PA, atunci (Hn .A) este crescător 
și limn-^oaHa.A = H.A

j)  P {H .A )=  H(PA)

Demonstrație Punctul a) rezultă din definiția (2). Continuitatea Ia 
dreapta rezultă tot din (2), pe baza proprietăților integralei Stîeltjes. Ul
tima parte a  Iui b) rezultă din

oo

K ^ W  + £ | M ¥  - ( H J ) ,  | =
i= 0
0  0  r

=  N M o l +  £ l  /  ^ H s dAs \<
t= 0  ^ ( 2 ^ ’ 2n  1

<  N M  +  X
00 / f I W I . =

i= 0  J  ( ^ t  2n  1

= \H0 \\A0 \+  [  \Hs \d\A\s =
J (0,oo)

= /  |# s |4 4 |s
J noi
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Se rețin primul și ultimul membru din relațiile de meii sus și se face n —* 
oo. Se aplică relația (3)-de la pag.38 și se obține

I M .  < ( I 4 K

relație din care rezultă că H.A  are variație totală integrabilă (precizăm că 
\H\ este funcția modul aplicată lui 7?,iar |A[ și \H.A\ reprezintă veiriațiile lui 
A și , respectiv, H.A.

In baza proprietăți b) H^A are aceleași proprietăți ca și J4. In particular 
are limite finite la stingă- Proprietatea c) rezultă din definiția integralei 
Stieltjes pe mulțimile (0, s) și {s}.

Analogia dintre H ^ A ^ A  merge mai departe prin proprietea d) Ea rezultă 
din definiția (1), folosind și faptul că dacă H  este opțional, H  este progresiv 
măsurabil și H^A va fi adaptat, continuu la dreapta, cu limite finite la stingă, 
deci opțional (propoziția 1.13).

Proprietățile e),g) și h) rezultă trivial din definiția (1).
Pentru proprietatea i) observăm mai întîi că procesul K H  satiskace o 

condiție de tipul lui (1) în raport eu A, iar egalitatea la momentul t  rezultă 
din proprietăți cunoscute ale integralei Lebesgue-Stielțjes.

Proprietatea i) este transcrierea teoremei Beppo-Levi în acest context.
Pentru demonstrația ultimei proprietăți să observăm mai întîi că membrul 

drept este măsura (cu semn) de densitate H  în raport cu măsura (cu semn) 
PA- Din definiția integralei în raport cu o măsură cu semn și din descom
punerea «Iordan a lu i  â ,  rezultă că ne putem restrînge la cazul A  pozitiv și 
crescător și H  pozitiv. In acest caz ambii membri sunt măsuri (pozitive) și va 
fi suficient să verific egalitatea pentru H  =  lF X[o,t] cu F  6 T și t € R + .Avem

p ( W x | » , i | )  = f  I l F x M d(H.A)dP =

H,dA,)dP

H (P A )(F ^[0 ,t])

Următorul rezultat arată că dacă A  este martingal și H  este previzibil, 
H.A este tot martingal.
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Teorema 2 .1 0  Presupunem că A  este martingal V I și H  este proces pre
vizibil astfel încît H  este integrabil în raport cu măsura P\A\. Atunci procesul 
H.A este martingal V I.

Demonstație Numai condiția de martingal trebuie verificată. Se poate 
presupune Â Q =  O.Va fi suficient să verificăm că

P{H.A) o T̂  =  FI

(propoziția 2.3). D ar
PfH.A) = H{PA) 

(punctul j)d in  propoziția precedentă și

PA  o np  =  0,

pentrucă A  este martingal. Această egalitate înseamnă că restricția lui PA 
la mulțimile previzibile este nulă. Atunci și

H (P A ^7T P =  Q.
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Capitolul 3

M artingale

3.1 M artingale de pătrat integrabil
Fie (Q, F , P, X ,  t 6 [0, oo)) un cîmp de probabilitate filtrat verificînd condiți
ile uzuale.

Dacă f  E Li (Q, p , P) := Li și X  = (Xt )(>o,un proces continuu la dreapta 
cu limite finite la stînga, verificînd X t  = F ( / |5 t ) a.s., pentru orice i > 0 ( 
[9], teorema 2.10). Acest proces este unic datorită convenției de identificare 
a proceslor indistinguabile, va fi notat cu

m f  := (m{)t >o,

§i se va numi martingalul generat de f . Aplicînd teorema de convergență a 
martingalelor (Teorema 2.8 [9]) , există

m ^  := lim m{ , a.s. și în Li t—̂oo

$ ((^t )t>o, î^TO)/ )  formează martingal relativ la filtrația ((7t)(>0;7oo; 7 ). 
Rezultă că martingalul generat de f  coincide cu cel generat de m ^ . Dacă 
ôo = F, atunci m ^  = f  a.s.

Definiția 3.1 Se numește martingal de pătrat integrabil, martingalul generat 
de o funcție din L^.

Introducem notația

X t = {X  \ X  martingal de pătrat integrabil}

71
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Lema 3.1 Fie f  € L2 , G o sub — cr— algebră a lui J- șig  = E(f\G)- Atunci 
g t  L2 și

E { ( f -  g?\G) -  < | ^ )  -  g2^ .
In particular

f î f - r f d r ^  j  ( f 1 -  g^dP-

Demonstrație Se știe ([9J, teorema 1.2 , a) ) că j  este proiecția lui f  € 
L2 = LzfâyJ^P ) pe L^^^Q ^P} care este un subspațiu Hilbert al lui L^, 
deci g este de pătrat intgrabiL

Prima egalitate este o consecință a proprietăților valorii medii condițion
ate, ținînd seama că g este G măsurabilă :

W - s ) 2 |S) =  E f / 2 ^  -  E{2fg\S) + E(g2 \S) =
= E ( f \ S )  -  2 g E W )  + g2 =  E { f2 \Q) -  Zg2 + g2 =
= E(.f2\g ) - g 2,z.S .

A doua egalitate este prima, integrată pe Q membru cu membru.

Propoziția 3.1 Fie X  € XL Atunci (X ffi^Q ^  este u n  submartingal uni
form integrabil și

lim X t = X ^  în L2 . 
t —>oo

Oricare ar fi șirul crescător de opționale (Tn ) cu Tn  —> 00, are loc

l i m  X Tn = X ^  în L2 t —>00

Demonstrație Este suficient să demonstrăm ultima afirmație.
Dacă se folosește teorema de opționalizare ([9], teorema 2.11), avem

E^Xoo^Tn) = ^T n y pentru orice n, a.s.

Din lema anterioară se știe că

(1) f  (X . -  X r J d P  = ^ X ^  -  X ^ ) d P

Procesul { X ^ - T ^ n  > 1) este un submartingal ([9], corolar 2.17) pozitiv, 
închis de perechea {X%0 ,.F00), deci uniform integrabil ([9], propoziția 2.9). 
Avem X ^  =  liiDfl^oo X f^  a.s. și pe baza criteriului lui Lebesgue ( {9], 
teorema 2.6), convergența are loc și în Lj. Din (1) se obține afirmația pe care 
ne-am propus s-o demonstrăm.
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Teorema XL Fi& X  un martingal de pătrat integrabil. Există un proces A 
crescător, cu AQ = Q,continuu la dreapta, cu A ^  integrabilă, previzibil, unic, 
astfel încît (X 2 — At)t>o să fie martingal uniform integrabil.

Demonstrație Fie

Pt = E (X ^\F t) -  X 2 , pentru t> Q

Din propoziția precedentă rezultă c ă p  =  (pt)t>o este potențial de clasă 
(D).Aplicînd descompunerea Doob-Meyer (teprema 2.8), rezultă că există un 
proces crescător cu Ao =  0,continuu la dreapta, cu integrabilă, previzibil, 
astfel încît

pt = E ^ A ^ F t)  -  A t , sau

E (X ^  -  A ^ ^ t )  = X 2 -  A t

pentru orice t > 0.
Să demonstrăm unicitatea. Dacă ar mai exista un proces B  satisfăcînd 

teorema, atunci procesul A — B  ar fi martingal, proces V I, previzibil și nul 
în origine, deci este nul, în baza corolarului 2.4.

Definiția 3.2 Fie X  6 Xi. Procesul A din teorema de mai sus se numește 
procesul crescător natural asociat martingalului X.

Propoziția 3.2 Procesul crescător natural A, asociat martingalului de pă
trat integrabil x, este caracterizat de relația

y  {X 2 -  X ^ d P  = J \A T -  A s )dP,

sau de relația
y  (XT  -  X s^ d P  = j { A T -  As)dP,

pentru orice opționale S  și T  satifăcînd S  < T .

Demonstrație Cele două egalități simt echivalente așa că vom arăta că 
prima îl caracterizează pe A. Egalitatea de mai sus rezultă din faptul că 
(^t ~ A)t>o este martingal uniform integrabil și i se poate aplica teorema 
de opționalizare (corolarul 2.17). Pentru cealaltă implicație, se vor alege un
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t > O, un F  E p  și S(w) =  t, dacă UJ E F  și S(<F) =  oo,dacă w £ F 
Opționala T  > S  se va alege identic egală cu oo. Se obține

j ^  -  X t
2)dP = j ^ A ^  -  A t )dP,

de unde, ținînd seama că F  este arbitrar în F ,  se obține

E f â  -  A ^ P ,)  = X,2 -  A,.

Definiția 3.3 Martingalul X  E X t se numește cuasicontinuu, daca oricare 
ar fi șirul crescător de opționale (Tn ) cu iim^ Tn  = T, avem

lim X T  ̂ = X T , a.s. n—»©o

Teorema 3.2 Fie X  E X t. Procesul crescător natural asociat lui x este 
continuu, dacă și numai dacă X  este cuasicontinuu.

Demonstrație Fie A procesul crescător natural asociat lui X. Dacă A 
este continuu și (Tn ) este un șir crescător de opționale cu lim^ Tn  = T, din 
teorema de opționalizare rezultă că {XT„, , ^ > 1) este martingal. El este
uniform integrabil, deoarece {XT , P T ) îl închide, deci există lim^ X T„ := g,a.s 
și în Li și {XT± , ...,XTn ,--,9 , X T ) este martingal relativ la filtrația

■■■,^^TIPT^},P T )-

Deoarece X T G L2,
{XT

2
i , . . . ,X 2

n ,...,g 2 , X ^

este submartingal nenegativ (relativ la aceeași filtrație) cu ultim elment, și 
în baza [9] este uniform integrabil.Va rezulta că lininX ^ := g2 , în Li- Din 
lema 3.1 rezultă

J ( g  -  X TJ 2dP = J ( g 2 - X 2JdP ,

deci lim™ XTn = g și în L?.
Pe de altă parte, din propoziția anterioară avem

y  (XT  -  X T n)2dP  =  y  {AT  -  A T n )dP
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Dacă se face n -» oo în această relație, membrul drept tinde la zero da
torită continuității lui A  și teoremei convergenței dominate, deci lim^ X T„ = 
XT în L2. Va rezulta g = X T , a.s.,deci

lim X?^ =  Xj^a-s. n
Am demonstrat că X  este cuasicontinuu.
Reciproca se lasă pe seama cititorului. Se va ține seama că salturile lui A, 

dacă există, se află pe o mulțime cel mult numărabilă de opționale previzibile.

Definiția 3.4 Vom spune că martingalele X  și Y  din M. sunt ortogonale și 
vom scrie X  L  Y  , dacă procesul (X t Yt )te[0,oo) e s ê  u n  martingal de medii 
nule.

Observația 3.1 Dacă X  L  Y  , rezultă că (X t Yt)te[o,oo] este martingal de 
medii nule.

Demonstrație Intr-adevăr, din propoziția rezultă că. X t  X ^  și Yt —+ 
loo ni L^ (cind t  ̂ooj , deci X^Yt X^QY^Q in L^ și E ^X QQYQQ̂ F'^ — X^Ys, 
pentru orice s > 0.

Propoziția 3.3 Fie X ,Y  E .M. Următoarele proprietăți sunt echivalente.
a) X  L Y
b) f  X T YT dP = 0, oricare ar fi opționala T.
c ) f X T Ys dP = 0, oricare ar fi opționalele T  și S

Demonstrație Să observăm mai întîi că b) înseamnă X T  -L YT  oricare ar 
fi opționala T,iar c) înseamnă

{X T \T opțională} 1  {YT \T opțională},

in ambele situații semnul 1  însemnînd ortogonalitate în La( nu vom dis
tinge în notații ortogonalitatea în XI de cea în L^,deoarece sensul reiese din 
context).

a) => b) din teorema de opționalizare pe baza observației de mai sus.
b) => c) deoarece

J  X T Ys dP = 

j  Ys E țX T \Fs)dP = 

y  Vsxmin(s>7’)rfp =

y  E(XTY s \Fs )dP = 

y  Ys E ( X T ^ min(r,s)dP =

y  Yin in (s,T)XTaiIi(s,T")dP.
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In calculul de mai sus am folosit proprietăți uzuale ale valorilor medii 
condiționate de a— algebre asociate opționalelor (vezi [9], propoziția 2.12 f)

c) => b) este trivială.
b) => a) este consecință a lemei 2.3.

3.2 Spații opțional stabile §i structura mar- 
tingalelor de pătrat integrabil

Vom face ipoteza X =  T ^ .  Dacă X  E Al și X  = m ^, va rezulta că Xoo = 
limt_oo m( = f  fi corespondența X  —> f  = X ^  devine o bijecție între M 
și L?. Prin această bijecție Al se identifică cu L2 și devine spațiu Hilbert cu 
||X || := IIXOOII | | / | | .  In această secțiune vom vedea implicațiile pe care 
această identificare le are asupra lui A l.

Fie X și Y martingale în Al și fie /  și respectiv, g imaginile lor prin 
bijecția de mai sus. Au loc relațiile X  = m^ și Y =  m 9 . Dcică X  L  Y 
(definiția 3.4.),atunci f  L  g în L^. Reciproca însă poate să nu fie adevărată, 
două funcții pot fi ortogonale, Iară ca martingaJele generate să fie ortogonale. 
De aceea ortogonalitatea indusă pe Al de identificarea lui Al cu Lj; este mai 
puțin restrictivă ca cea din definiția 3.4 .

Definiția 3.5 0  mulțime H E L2 se numește opțional stabilă , dacă oricare 
ar fi f  E H  , are loc E țf\F T ) E H, pentru orice opțională T.

0  mulțime H E Nt se numește opțional stabilă dacă oricare ar fi X  E H 
și oricare ar fi opționala T, rezultă X T  E H, unde X T  este stopatul lui X  la 
momentul T.

Se observă că opțional stabilitatea unei familii de martingale este echiva
lentă cu opțional stabilitatatea mulțimii generatorilor martingalelor. Aceasta 
rezultă din faptul că stopatul lui X  la momentul T, X T  , este martingalul 
generat de X^ ([9],corolarul 2.16) . Teorema următoare este o consecință 
imediată a celor de mai sus.

Teorema 3.3 Dacă L% = H ® K  este o descompunere a spațiului Hilbert Li 
în suma a două subspații ortogonale. Dacă aceste subspații sunt și opțional 
stabile, atunci din relația f  = h + k, unde hEH și kEK, rezultăm^ = m h +mk 
iar martingalele ml și mk sunt ortogonale (în M ).
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In acest mod se poate descompune un martingal în sumă de martingale 
ortogonale. Această proprietate face interesante acele subspații ale lui Lz 
care simt și opțional stabile, pentru că ele vor genera martingale ortogonale.

Propozițiile care urmează pregătesc introducerea acestor subspații.

Propoziția 3.4 Dacă H  este o submulțime opțional stabilă a lui Lz, rezultă

a) Subspațiul liniar închis generat de H este opțional stabil,
b) Ortogonalul lui H în Lz,adică

HL = { f  E Lz\ j  fh d P  = 0, oricare ar fi h E H}

este subspațiu opțional stabil.

Demonstrație a) Spațiul liniar generat de H  este opționl stabil, din 
liniaritate mediei condiționate. închiderea acestui spațiu este opțional sta
bilă din continuitatea în L2 a mediei condiționate. S-a obținut că subspațiul 
Hilbert generat de H  în Lz,este opțional stabil.

b) Se știe că H ^  este subspațiu (Hilbert) în Lz- Pentru a vedea că este 
opțional stabil, fie /  6 RN și T O opțională. Trebuie să arătăm că E ( f\T f)  £ 
H1 . Intr-adevăr, dacă h E H, avem

I  E (f\R T )hdP = I  fE (h \^ T )dP = 0,

deoarece Ețh\F T ) E H.

Propoziția 3.5 Fie f  E Lz și X  = mC Atunci

X * H : = s u p |  X t H | e L 2 Și \\X *\\< 2\\f\\ 
t>o

Demonstrație Propoziția este inegalitatea Doob pentru norme ([9],teo
rema 2.9). Avem

| | r | |  =  | | s u p |X ( | | |< 2 s u p | |X t || =  211X^11 
i>0 t>0

ultima egalitate fiind adevărată datorită convergenței în Lz a lui X t  la A ^. 
^AR AQO = limi _(OOA’i a.s. și AX» = f ,  a.s. (vezi începutul paragrafului 
anterior).
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Teorema 3.4 Să considerăm un șir de funcții (fn)n  convergent în L? la f . 
Atunci există un subșir( fn^k, astfel încît, aproape toate traiectoriile mar- 
tingalului m ^  să conveargă uniform la traiectoriile lui m f , cînd k —> oo, 
adică

(1) lim sup \m^n k (uj) — m{(w)\ =  0, a.s. 
k^co t >0

Demonstrație Alegem un subșir, ( f n k )k, ce satisface

(2)||/nfc - / | | <  2- t , pentru orice k >  1

Aplicînd propoziția anterioară avem

U s u p l ^  -m /H I =  ||su P K / "fc“ / ||| < 2 ||/nfc —/ | |

și pe baza lui (2),
||sup|m ^* -m { || <  2-fc + 1 . 

t>o
înseamnă că are loc

£ | | s u p | m ^  -  m{|| < oo 
, t>o

adică seria este convergentă. Din criteriul comparației pentru serii cu termeni 
pozitivi, rezultă

V  [ sup |mf"fc(w) -  m{(cS)\dP < oo

este convergentă. Permutînd suma cu integrala, se obține

[  E  SUP 1^"* M  -  ™{ (w)|dP < oo,
J k t>o

de unde integrandul este finit aproape sigur, sau

y  sup \mffk (w) -  r r ^ ^ ^ d P  < oo, a.s.
k ~

Dar termenul general al unei serii convergente tinde la zero, deci se obține 
(1)

Propoziția este demonstrată.
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Corolarul 3.1 In condițiile teoremei anterioare , există A E F , cu P(A) = 
0, astfel încît oricare ar fi cu A, să avem pentru orice opțională S,

lim m ^țco ) = m^țw), lim m ^ f ^ )  = mg_țaj)
k—KX k—KX

și lim A r n ^  = Am ^, k—tco

Toate cele trei egalități au loc și în L2 .
Demonstrație Fie A mulțimea excepțională din relația (1) a propoziției 

precedente. Datorită convergenței uniforme în raport cu t,a traiectoriei a>(£ 
A ) a lui mS"* la traiectoria cu a lui m,primele doua relații simt îndeplinite, 
iar a treia se obține scăzînd membru cu membru primele două.

Dintre convergențele în L2 , să demonstrăm că limfc_>oo rn^f ~ m s~- CJcl®- 
lalte cazuri se pot face la fel. Fie

X ^  := — m ^  k > 1

Avem
|m fc -  I2 < SUP lm ?"‘ “  ™f|2 =  ((X w )*)2 

t>o
Și

limfe -  mfell < IK-VWm < 2 ||/ . ,  -  / | |  <  2-“‘+‘.

Se face A; —> 00 în această inegalitate și demonstrația s-a încheiat.
Introducem următoarele mulțimi:

C := { f  E L2 \ m^ este martingal continuu, cu mQ = 0}

Q =: { f  € L2 \ m f este martingal cuasicontinuu, cu m® = 0}

Evident C C Q.

Teorema 3.5 C și Q sunt subspații Hilbert, opțional stabile ale lui L2 .

Demonstrație Din liniaritatea mediei condiționate, rezultă că C și Q 
sunt subspații liniare ale lui L2.

Să demonstrăm că sunt opțional stabile. Intr-adevăr, dacă f  & C (re
spectiv, f  6 Q), T  este o opțională și g = E ^ f ^ r ) ,  avem

m9
t = E{g\Pt ) = EțE(f\:FT )\:Ff) =  ^ ( / l ^ ) )  =  m ^
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Am obținut că martingalul generat de g este stopatul la momentul T  al 
martingalului generat de f  , deci rămîne continuu (respectiv, cuasicontinuu).

Faptul că C și Q sunt închise este o consecință a teoremei 3.3. Teorema 
este demonstrată.

Introducem următoarele submulțimi ale lui A4:

M c = { m ^ f e C } 
M 9 = { m ^ \ fe Q } 
M d = H / e C 1 }

Elementele primei mulțimi sunt toate martingalele de pătrat integrabil con
tinue nule în 0, ale celei de a doua simt cele cuasicontinue nule în 0, iar ale 
celei de a treia sunt martingalele ortogonale pe cele continue.Din Teorema 3.3 
și Propoziția 3.4, rezultă că aceste mulțimi sunt subspații (liniare) opționali 
stabile ale lui A4. Proprietatea de subspațiu închis în L2 a generatorilor, se 
traduce astfel: dacă (X ^ )  C A4C (respectiv M 9 , respectiv A4d ) și X ^  —> f 
în L 2 , rezultă m^ 6 A1C( respectiv M 9 , respectiv Add y  Martingalele din X td 
se vor numi pur discontinue. Justificarea acestei denumiri va fi făcută de 
Corolarul 3.4.Prin identificarea A4 =L2 făcută la începutul acestui paragraf, 
avem

M c = C ,M q = Q ,M d = 0 -
M c C M 9 ,M d = (A4C)X

Teorema 3.6 Orice X  E .M se poate reprezenta unic sub forma

(3) X  = X C + X d

și sub forma
(4) x  = r  +  y  +  z

cu X c ,X d ,Y, Z  E M,unde X c E M c , X d E M d ,Y  E M 9 și este ortog
onal pe orice martingal continuu, iar Z este ortogonal pe orice martingal 
cuasicontinuu.

Demonstrație Se consideră următoarele reprezentări ale lui L2 :

(5) L2 = C ® C L
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(6) Li  = C ® (Q ® C )® Q ±

în care am folosit notația Q®C := Q n ^ .R d a ț ia  (3) se va obține din (5) iar 
(4) se va obține din (6). Vom demonstra în continuare numai (4), deoarece 
(3) se demonstrează analog.

Dacă X  = m Ț  considerăm descompunerea lui f  dată de (6):

(T ) f  = k + g + h

unde k E C,g E QQC și h E Q i .Cele trei subspații din (6) sunt opțional sta
bile (propoziția 3.4 și teorema 3.5) . Aplicînd relației (7) operatorul E ț-^ t) , 
se obține

m{ = m^ + m9
t + m^ a.s.

pentru orice t > 0. Deci X c = m k , Y  = m9 și Z =  m h .
Unicitatea rezultă din unicitatea descompunerilor în subspații ortogonale 

ale lui L^.

Observația 3.2 In teorema de mai sus avem X d = Y  + Z și această de
scompunere este cea dată de reprezentarea C1- = (Q Q C)® Q 1 . Deasemenea, 
avem X  = X 9 + Z  , unde X q = X c + Y, și această descompunere corespunde 
reprezentării Q = C ® (Q Q O).

Observația 3.3 Relațiile (3) și (4) din teorema de mai sus se scriu sub 
formele:

M  = M c ® M d

M  = M c ® țM qn N td) ® ț M ^ 1

Propoziția 3.6 Dacă X  E M q , opționalele de salt ale lui X  sunt total in
accesibile.

Demonstrație Se vede ușor, folosind [9], propoziția 3.4 ,că este suficient 
să arătăm că, pentru orice e > 0,

T (UJ) =  inf{i | |Xt (w) -  X t _(w)| > e}

este total inaccesibilă. Vom arăta acest lucru folosind caracterizarea dată 
m teorema 1.2 b) opționalei total inaccesibile. Fie țSȚ) tui șir crescător de 
°pținale și fie S =  lim^oc Sn .Au loc turnătoarele relații:

P ({S  = T  < 00, Sn  < T, pentru orice n}) <
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< j  I{{S=T<oo,Sn <T,pentru orice n}(-^$ Xg_)dP

=  ~£  J/  1 {{v S=T<oo,Sn <T,pentru orice n}(Xs n-»o1o1X11 X g ^d P  0 

deoarece X  E Q.Propoziția este demonstrată.
Fie T  o opțională cu P ({T  > 0}) =  1. Considerăm următoarea sub- 

mulțime a lui jM :

M([T]) : = { X  E M \ X ^ E C ^ ,  X  continuu 
cu excepția graficului lui T  }

Mai întîi observăm că

XM  e  C1  o  X  E M d

deci
M ^T]} c  M d .

Mulțimea JM([T]) formează subspațiu liniar închis al lui jMd , datorită Coro
larului 3.1 El este și opțional stabil, deoarece singurele discontinuități ale 
unui martingal din A4([T]), stopat la un moment aleator de timp, pot să 
apară tot printre discontinuitățile martingalului inițial, deci tot pe graficul 
lui T.

Teorema 3.7 Să presupunem T  total inaccesibil (respectiv previzibil) și X  E 
A4([T]). Atunci

a) X  este proces V I și are expresia de forma

X  = c A, unde Aț =

In cazul T  previzibil, are loc în plus egalitatea

X t = E (A X T \Pt ) a.s., pentru orice t > 0

b) Pentru orice N  E X t, procesul

XtNt — ^ ^ A X SA N S = X t N t — ^X^AN Tl^T^țy 
s<t

este martingal nul în origină. In particular,

I  x ^ d p  = I  ( ^ x T yd P
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^  X  este ortogonal pe orice martingal din Ad care nu are discontinuități 
comune cu X .

c) Dacă Y  E Ad, proiecția lui Y  pe Ad([T]) este CA, cu A t =  A / y l ^ i } 
pentru t >0.

Demonstrație Se va aplica Teorema 2.6, în cazul f  = A X T -
Vom demonstra mai mtîi teorema în ipoteza că T  este total inaccesibil. 

Din teorema citată meu sus se știe că compensatul lui A, A, este continuu 
cu 4 »  de pătrat integrabil și CA = A — A  este martingal V / de pătrat 
integrabil, cu salt egal cu f  de-alungul graficului lui T . Să presupunem că 
am demonstrat că CA E Add . Va rezulta X — CA € Add . Pe de altă parte, X  — 
CA nu mai are discontinuități, deci X — CA  6 Adc .Va rezulta X — CA  1  X — 
CA, deci X — CA  =  0.

Apartenența lui CA  la Add ,va reieși din Propoziția 2.4. Din această 
propoziție se știe că oricare ar fi X, martingal mărginit, procesul

(7) ^  =  țcA)t N t  ~ ^ A ( cA)sAN s
3<t

este martingal uniform integrabil, nul în 0. Această proprietate este echiva
lentă (Ierna 2.3) cu următoarea : oricare ar fi opționala S,

(8) I ( cA )s N s )dP = I  f ( A N ) T l { T <s } dP

Dacă N  E Ad este oarecare, există un șir N ^  de martirigale mărginite cu 
N$ -+ N ^  în L2 și A N ^  —> A N ^  în Lș- Rezultă că relația (8) și odată cu ea 
relația (7) sunt valabile, oricare ar fi X  £ Ad. Aplicînd propoziția 3.3 rezultă 
ca CA este ortogonal pe orice martingal N  E Ad, care nu are discontinuități 
ui comun cu cA. In particular, CA  este ortogonal pe martingalele continue, 
adică CA E Add , deci CA = X  și dacă se scriu (8) și (7) ținînd cont de această 
egalitate , se obține prima parte din b).

Alegînd N  = CA = X  și S — 00 în (8), se obține

j  X ^ d P  = I  f d P  = I  A X ^dP

Pentru punctul c), să alegem Y  arbitrar în Ad și să-1 contruim pe ^ A V r l ^ i )  := 
-̂ Din a) rezultă că N  E Ad([T]) , iar din b) rezultă că N  este ortogonal pe
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orice martingal din X t care nu are discontinuități eomune cu N. In particular, 
N  -L Y  — N  de unde rezultă afirmația de la c).

In cazul T  previzibil, fie (Tn ) un șir care îl anunță pe T. Folosind teo
rema de opționalizare([9], teorema 2.11) și teorema de convergență pentru 
martingale ascendente ([9], Corolarul 2.13)

X T~ = lim X ^  =  lim E^X^F T^  = E ^X lF r—)

deci A X T = XT — X T-  € LZ(FT) © L^F T-)- Din Teorema 2.6 b) rezultă 
CA este martingalul generat de A X T și CA = A, deci apartenența lui CA la 
jVt([T]) este trivială. Restul demonstrației este identic cu cel din cazul T 
total inaccesibil.

Teorema este demonstrată.
Suntem în măsură să dăm următorul corolar , care completează Teorema 

2.6

Corolarul 3.2 Fie T  total inaccesibilă (respectiv previzibilă) și

L ^ F T ) = { f e  L2 (FT )\{T  =  oo} C { /  =  0}}

Atunci aplicația liniară T (f) := CA, unde A t  = fl{t>r}, e s te  0  bijecție între 
LZ(FT ) Și Adț[T]) care conservă norma.

Demonstrație Corolarul este netrivial numai în cazul T  total inaccesibil, 
deoarece în cazul T  previzibil F este identitatea.

Lniaritatea este observația 2.1.
In Teorema 2.6 s-a arătat că ( c

J4)0O G L 2 țF) și că CA  este continuu cu 
excepția graficului lui T în punctele căruia are saltul / , adică △ (CA)T = f ’ 
Deci r  este injectivă. Faptul că M  G M d se demonstrează exact ca în 
teoremă. Deci CA G A4([T]).

Din punctul a) al teoremei anterioare rezultă surjectivitatea, iar din punc
tul b) rezultă izometria.

Propoziția 3.7 Dacă X  este generat de o funcție din Q1 , există un șir de 
opționale previzibile cu grafice disjuncte (Tn), astfel încît

{ M  \t > 0 ,x 4(w ) /  X t ^ ) }  c  U^n]
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3.2. SPATII OPȚIONAL STABILE ȘI STRUCTURA MARTINGALELOR.

Demonstrație Mai întu precizăm că în mulțimea din stînga t > 0,iar 
AXQ Xo , conform convenției că X Q-  =  0- Din acest motiv, în mulțimea din 
dreapta se consideră reuniunea după n > 0, cu T Q =  0.

Din Corolarul 1.3 rezultă că este suficient să arătăm că, oricare ar fi T 
total inaccesibilă,

P({X T ^ X r _}) =  0.

Intr-adevăr, pentru un astfel de T  notăm f  = X T  — X T _, si aplicăm 
corolarul 3.2. Considăm F(f) := YAvem Y  G A4([T]), NY? = f  ^  din 
teorema 3.6 Y  L  X  — Y. Pe de altă parte, Y  este cuasicontinuu, avînd salturi 
doar pe o opțională total inaccesibilă, deci Y  1  X, de unde Y  _L Y,adică 
/  = 0, deci /  =  0.

Teorema 3.8 Fie f  G C1- și fie (T n ) n > i  u n  Șir de opționale cu grafice dis
juncte, cu Tn  fie total inaccesibilă fie previzibilă, pentru orice n > Q  și astfel 
încît

{ ( ^ )  I ^ M ^  ^ _ H }  C  L W 

n

Atunci există o unică reprezentare a lui f  sub forma

f  = ^ f n ,  în L 2 
n

unde m/n G A4([Tn ]). In acest caz, pentru orice t > 0,avem

m{ = ^ 2 m { n , în L 2 . 
n

Demonstrație Precizăm că TQ este opționala identic nulă (previzibilă) și 
= 0.

Fie gn  := m ^  — m ^ _ .  Tinînd cont de identificarea lui A4 cu L2 , definim

fn := P ( 5 n ) ,

Să observăm că mf° + ... + m^n = m /o+- + fn ,n  > 0. Deoarece m ^^  nu 
are discontinuități comune cu m^ — m^o +- + ^,pentru k =  0,1,2,.... n , din 
^renia 3.7 rezultă

mfi _L m f — m^^~ ■+ "̂
deci
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86 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

m fo  + - + f n  J_ m f  _  m fo + - + fn

sau
(9) fo + - + f n L f - ( f o + + fn) , pentru n >  0.

Are loc

[  f d p  = [ & ^ +  [U-X M 2̂  h i L  v 2^  = E  /  ̂ DP
J  fc=0 fc=0 J  k= 0  k=0 J

unde am ținut seama și de faptul că m fn _L m^k ,sau f n  _L fa,dacă n ^  k . 
Rezultă

£ l | / n | | 2  <  OO 

n=O

Din criteriul Cauchy se obține că
oo 

E A 
n = 0

converge în L% și fie g suma ei. Dacă se face n —> oo în relația (9), se obține

(10) g L f - g

Folosind faptul că există un subșir de întregi (nk), astfel încît aproape toate 
traiectoriile lui să tindă uniform la traiectoriile lui m 9 , rezultă că
m 9 preia toate salturile lui m f, deci m l — m 9 = m^~9 nu mai are salturi adică 
este continuu. Va rezulta că f  L  f  — g care împreună cu (10) dă f  = g .

Următorul corolar este o consecință imediată a teoremei.

Corolarul 3.3 Orice martingal pur discontinuu este suma salturilor lui com
pensate.

Orice martingal pur discontinuu este ortogonal pe orice martingal (din 
M f fără discontinuități comune cu el.

Comentariu Se poate scrie simbolic, după separarea salturilor total in
accesibile de cele previzibile,

Q  Q  C  =  ® T  total in a c c M ( [ T ] )  =  M d  D M 9

Q 1  — ® T  p r e v v z M la M ( \T ] )  =  ( M 9 ) 1 '

In această scriere se folosește identificarea lui M  cu L?
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3.2. SPAȚII OPȚIONAL STABILE ȘI STRUCTURA MARTINGALELOR.

Corolarul 3 .4  Fie X  E A i. Avem

/  £ ( A X t )2dP < 
t

Egalitatea are loc atunci și numai atunci cînd X  6  A t d .

Demonstrație Să considerăm descompunerea

X  = X C + X d

cu P  £ A4C și X d E A id ( conform teoremei 3.6). Are loc inegalitatea

X ^ P ^ I  ( X ^ d P ,

cu egalitate atunci și numai atunci cînd X  E A4d . Dar din teorema 3.8

/ ( x ^ d p  - ^ 1  [ i W r J N P , 

n

unde(Tn ) un șir de opționale cu grafice disjuncte care suportă discontinu
itățile lui X , fiecare Tn  fiind previzibilă sau total inaccesibilă și unde aplicația 
feste cea din corolarul 3.2. Dacă se ține seama de izometria lui r ,  avem

£  / [r(A X Tj ] 2dP =  £  f ^ X r ^ d P  = 
n J n

= /  E ^ . ) ^  == /  E ^ w
Corolarul este demonstrat.

Corolarul 3 .5  Dacă M, N  E Ad,atunci

I £ | A O W < I W I  IN I
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88 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

Demonstrație Se integrează membru cu membru inegalitatea

^ | W » , I  < E |A M ,| ! ) i ( ^ | i » J ’ ) i1
3 3 3

care este inegalitatea Cauchy algebrica, extinsă la serii și este valabilă pen
tru aproape orice cu € fi. Aplicînd încă o dată inegalitatea Cauchy pentru 
integrale, se obține

/ ̂  lâMMidP < < y<E i“.i’)̂ !( / E  IM.1» 5

și în final se folosește corolarul anterior.

Corolarul 3.6 Fie M  E Ad, asfel încît M  este proces V I. Atunci M  este 
pur discontinuu.

Demonstrație Dacă N  E AA este mărginit și nu are discontinuități co
mune cu M, din propoziția 2.4 rezultă că

MooNoodP = / ( ^ A M sA N s )dP

Din corolarul anterior, membrul drept este liniar și mărginit cînd N  par
curge mulțimea martingalelor mărginite din A4 = L^. Membrul stîng are 
aceeași proprietate, deci egalitatea de mai sus este adevărată, oricare ar fi 
A  € jM. In particular, cînd N  = M, se obține

M ^dP  =

și apartenența lui M  la A4d rezultă din corolarul 3.5.
In finalul acestui paragraf ,vom da o teoremă care extinde punctul b) al 

teoremei 3.7.

Teorema 3.9 Fie M ,N  E A4, astfel încît cel puțin unul din cele două pro
cese să fie pur discontinuu. Atunci

a)
I  M ^N ^d P  = J  ^ A M sA N s dP
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3.2. SPAHII OPȚIONAL STABILE ȘI STRUCTURA MARTINGALELOR.

Mt N t - ^ N M s !ANs 
s<t

este martingal nul în O, dominat în L^.
c) Dacă M  E A td , rezultă că

s<t

este martingal nul în O, dominat în Li.

Demonstrație Presupun mai întîi că M ,N  G NU. Egalitatea de la a) 
rezultă aplicînd corolarul 3.4 lui M + N , M, N  și scăzînd corespunzător, mem
bru cu membru, egalitățile respective. Afirmația b) se obține aplicînd prima 
relație martingalelor M ?  - (MmiB(t>T))t>0 și N? = (Nm ia^ T ))t>o și folosind 
apoi Ierna 2.3. Se observă că procesul de la b) este dominat de

sup |Mt (w)| sup \Nt (uj) \ +  Y  \NM t \\NN t \ 
4 * t

care este integrabilă, conform propoziției 3.5 și corolarului 3.5. Deci mar- 
tingalul de la b) este dominat de o funcție integrabilă (adică dominat în

Să presupunem acum M  G A td și N  E AL  Fie N  = N c + N d unde 
Nc E AL  și N d E A4d . Afirmația b) se obține scriind-o pentru M  și N d 
§i adunînd martingalul {Mt N ^ t >o care este nul în origină, dominat în L^. 
Avem

Afirmația c) este consecință imediată a lui b).

[M a3NoodP = y  MooN ^dP  = j ' £  ^ M sN N ddP = j ^  ̂ M să N s dP
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Capitolul 4

Integrale stocastice

4.1 Procese crescătoare asociate unui mar- 
tingal de pătrat integrabil

Fie (Q, P , P, p t , t G [0, oo)) un cîmp de probabilitate filtrat verificînd condiți
ile uzuale. Reamintim că am notat cu Al mulțimea martingalelor generate 
de funcții din L2 (^> P , P) : =  F2

Fie M  E A4 și A procesul crescător natural asociat lui M  (vezi definiția 
3.2)

Definiția 4 .1  Primul proces crescător asociat lui M  , numit și variația pă- 
tratică a lui M  este

< M  >t : = A t + M^

Denumirea de variație pătratică este justificată de următoarea proprietate 
a cărei demonstrație este netrivială (vezi [6], 1.5.14), dar care nu intervine în 
cele ce urmează și din acest motiv o lăsăm sub formă de exercițiu.

E xercițiu  Fie M  G AAC , t > 0 și zr =  {O.ii, ...,tn } cu 0 =  t0 < î < ••• < 
ln = t. Fie ||7r|| =  max{ifc — t k_A\k =  1,2, ...,n}. Atunci

k=n

= < M > "

convergența avînd loc în probabilitate.
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92 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Observația 4.1 Procesul < M  > este unicul proces VI previzibil cu propri
etatea că (M 2— < M  >t)t>o e s te martingal nul în origină. Dacă M  este 
cuasicontinuu, < M  > este continuu.

Demonstrație Din teorema 3.1 rezultă ca < M  > are aceste proprietăți. 
Pentru a demonstra unicitatea, să presupunem că B  este alt proces V I  pre
vizibil, astfel încît (M 2 — Bt)t>o este martingal nul în 0. Scăzînd cele două 
martingale se obține că ( B t — < M  >t)t>o este proces V I  previzibil, nul în 
zero și martingal, iar corolarul 2.4 ne spune că un astfel de proces este nul. 
Ultima afirmație este teorema 3.2.

Definiția 4.2 Al doilea proces crescător asociat lui M  este

[M]t = < M c >t V ^  ^ M ^
0<s<t

unde M c 6 A4C, și M  — M c E A4d .

Observația 4.2 In definiția de mai sus < M c > este proces continuu con
form teoremei 3.2 și este nul în 0 deoarece Mg = 0. Convergența seriei 
rezultă din corolarul 3-4-

Procesul crescător [M] este continuu la dreapta, [M]o = Mg, și (Mjoo 
este integrabilă, deci [M] este proces VI și expresia prin care este definit este 
chiar descompunerea Lebesgue a lui.

Propoziția 4.1 Dacă M  E M , atunci
a) M 2 — [M] este martingal nul în Q, dominat în Li.
b) [M] — < M > este martingal nul în 0,dominat în L^.
c)< M  > = [M], adică < M  > este compensatul lui [M\.

Demonstrație a) Dacă M  E M d , din teorema 3.8 c) se știe că

3<t

este martingal dominat în Ly.
Dacă M  este arbitrar, se consideră descompunerea M  = M c + M d unde 

M c este continuu și M d pur discontinuu. Are loc egalitatea

Mt -  [M]t  = ( ( M t f -  < M c >t ) + ț țM f f  -  J 2  △̂ ? ))  +  ^M fM d

0<3<t
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4.1. PROCESE CRESCĂTOARE ASOCIATE UNUI MARHNGAL DE PĂTRAT

Dar fiecare din cele două paranteze sunt martingale nule în 0,dominate în 
L\. Deoarece M c ±  M d , rezulta ca și ultimul termen are aceeași proprietate.

Punctul b) rezultă din punctul a) și observația 4.1
Punctul c) rezultă din b), din previzibilitatea lui < Af > și din corolarul 

2.5 b).

Definiția 4.3 Fie M ,N  E M . Introducem

< M ,N > : = ^(<  M  + N  > -  < M  > -  < N  >)

[M ,N \: = E M  + N ]-[M ]-[N \)

Evident < M, N  >=< N ,M  > și [M, N] = [N, M].
Cele două procese din această definiție s-au obținut prin "polarizarea” lui 

< M ,M  >=< M  > și [M,M] = [M]. In continuare vom scrie < M ,M  > 
in loc de < M  > și [M, M] in loc de [M]. Pentru < M, N  > se folosește 
denumirea de variație pătratică mixtă.

Proprietățile imediate ale proceselor din definiția de sus sunt date în 
următoarea propoziție.

Propoziția 4.2 Fie M, N  E .M. Au loc următoarele proprietăți:
a) < M ,N  > și [M, N] sunt procese VI
b) < M, N  > este unicul proces previzibil VI astfel încît M N — < M, N  > 

este martingal nul în origine.
c) M  E N  dacă și numai dacă < M .N  >= 0
d) [M, N]t  = < M c , N c >t + ^ s< t A M 3A N 3 ,a.s., pentru orice t > Q.
e) M N  — [M, N] este martingal nul în origine.
f)  < M ,N  >= [M,N], adică < M ,N  > este compensatorul, sau proiecția 

previzibilă duală a lui [M,N].

Demonstrație a) rezultă din definiția 4.3.
Pentru a demonstra b) , să consideră egalitatea

M N -  < M, N  >= + N f  -  < M + N ,M  + N  > )-

- ^ ( M 2 -  < M ,M > ) ~  ^ (N 2-  < N, N  >)
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94 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Fiecare din parantezele de sus sunt martingale nule în 0.
Fie B  un proces V I  previzibil, astfel încît M N  — B să fie martingal nul 

în 0. Atunci < M ,N  > —B  este martingal mul în 0. Fiind și proces V I 
previzibil, din corolarul 2.4 rezultă că este nul, deci B =< M, N  > .

Punctul c) rezultă din b) pe baza definiției 3.4.
Punctul d) rezultă din egalitățile

[M, N]t  = U [M  + N ,M  + N]t -  [M, M]t -  [N, N]t ) =

= |(<  M c + N c , M c + N c >t -  < M c , M c >t -  < N c , N c >t )+

AțAf, + N .?  -  E  -  E 
3<t 3<t s<t

In final, pentru orice i > 0, avem

[M, N]t  =< M c , N c >t + ^  A M 3NN 3 , a.s.
3<t

Punctul e) se demonstrează ca prima parte din b), pe baza propoziției 
4.1 a).

Punctul f) se obține din defîmția 2.5, observînd că b) și e) implică faptul 
că procesul [M, N]~ < M, N  > este martingal și < M, N  > este previzibil.

Propoziția este demonstrată.
Exercițiu
Formele < .,. > și [.,.] simt biliniare pe A4 x A4. In particular,

< M ,N  >= ^(< M  + N ,M  + N  > < M  -  N ,M  -  N  >)

și analog,

[M, N] = ^([M  + N, M  + N] -  [M -  N, M  -  N])

In continuare ne va interesa comportarea celor două procese crescătoare 
la operația de stopare.
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4.1. PROCESE CRESCĂTOARE ASOCIATE UNUI MARTINGAL DE PĂTRAT

Propoziția 4.3 Fie M ,N  E M. ^ iT  un timp de stopare. Atunci 

a ) < M ,N > T = < M ,N T > = < M T ,N T >

b) [M, N]T  = [M, N ^  = [MT , N T ]

Demonstrație a) Procesele M T N T — < M ,N  > T și M N T — < M ^N 1" > 
sunt martingale nule în 0 : se aplică teorema 3.7 b) și teorema de opționalizare 
([9], corolarul 2.16).

Să arătăm ca și M N 1- — M T N T  este martingal, mai precis că pentru orice 
t > 0 avem

E { M ^  -  M X W  = Mt NȚ -  M ȚNȚ

Membrul drept din egalitatea de demonstrat este

E ^ M ^  -  MT )NT \EĂ = E((M OO -  MT ')NT I { T ^ } \Ft )+

A E ^ M ^  -  MT )NT l { T > t} \Et ) = (E iM ^E Ă  -  MT )NT l { T <t}  = 
= {Mt  -  MT )NT l { T <t}  = Mt N ? -  M ^N ?

Am folosit faptul că E^Moo — MT )NT I{T >I}\FI) =  0 : într-adevăr, pentru 
orice A E F t

[  E ^ M ^ -  MT )NT l { T > t} \FĂdP = [ (M o o - M T )NT l {T>t}dP =
JA JA

= J ^ -  MT )(N T l { r > t} n A )dP  =  0,

deoarece M ^ - M T  = M ^ —E  (M ^ F T ) este ortogonal pe L ^ F T } §i NTl{T>t}r\A £

Din cele de mai sus rezultă că

< M ,N > T  -  < M, N T  >

este martingal.Deoarece este și proces V I  previzibil nul în origină, corolarul 
2.4 implică prima din egalitățile propoziției.

A doua egalitate se obține aplicînd-o pe prima lui < M, N T  > .
b) Dacă t > 0, avem

[M, N]{ = [M, N ] ™ ^  = < M c , N c >min(1.T ) + £  ^ M SN N S = 
s < m in ( tTT )
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96 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

= < M C,N C >^ + ^  ^ M ^ N s 
3<t

Dar punctul a) ne spune că

< M C,N C >{=< M c , (N c ' f  >t .

Avem deasemenea,
(N C)T  = (NT )C

datorită unicității proiecției lui N ?  pe A4C. In final obținem

[M, N][ =< M c , (N T )C >t  + £  X M aX N Ț = [M, N T ]t 
s<t

Ultima egalitate se obține exact ca la a).
Propoziția este demonstrată.
Inegalitățile de mai jos simt esențiale pentru definirea integralei stocas- 

tice. Se numesc inegalitățile Kunita-Watanabe , simt valabile a.s. pe traiec
torii ( fără E  aplicat integralelor Stieltjes din interior, vezi [7],pagi42, sau 
[12], pag269) și sunt adevărate pentru procese măsurabile. Pentru definirea 
integralei stocastice sunt suficiente sub forma demonstrată mai jos.

Menționăm că pentru a da o formă mai simplă calculelor, vom folosi în 
continuare notația : E. = E ^  := f  .dP, atunci cînd funcția reprezentată cu 
. de sub integrala în raport cu P , este la rîndul ei o integrală pe [0, oo).

Teorema 4.1 Fie M ,N  E Nt și X ,Y  procese previzibile. Avem
roo

a )E  \X s \\Ya \ d \< M ,N > \ a <
Jo

roo POO

< (E \  \Xa \2d < M ,M > a ) ^ E  \  \Ya \2d < N ,N > a^ 
Jo Jo

coc

b )E  \Xs \\Ya \d\[M ,N]\a <
Jo

/■oo coc

< (E  \X ^ d \M .M \.^ (E  i ^ [ N . N U i
Jo Jo
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Demonstrație înainte de a începe demonstrația, precizăm că în integralele 
Stieltjes pe traiectorii de mai sus, notația d\ < M, N  > \a înseamnă integrală 
în raport cu măsura generată de variația procesului < M ,N  >. Analog 
pentru d\[M, N]\s .

Vom parcurge mai multe etape :
1) Vom presupune 0 < s < t și r  un rațional . Avem

< M  + rN, M  + rN  >t  — < M  + rN , M + rN  >s > 0, a.s

Rezultă , prin calcule evidente

(< N ,N > t -  < N ,N  >3)X2 + 2(< M ,N  >t -  < M ,N > 3)X+

+(< M ,M  >t -  < M ,M  >s ) > 0, a.s.

inegalitate în care A se poate presupune arbitrar în axa reală. Va rezulta

^ \ < M , N > t - < M , N > s \<

< (<  M ,M  >t -  < M ,M > 8) ^ <  N ,N > t - <  N ,N > S)*

2) Să considerăm acum o diviziune finită a lui R +  de forma

0 — 1Q <Z t\ < ... <C tn  *C ^ ^ i — oc

§' ̂ t i t> ^t,, variabile aleatoare mărginite, J-^ — măsurabile, pentru i =  0,1,..., n. 
Să scriem (1) pentru s = ti, t = t i+1 și să le înmulțim cu |XtJ, |y j  și să le 
adunăm cînd i =  0,1,..., n. Adunăm deasemenea în ambii membri egalitatea 
evidentă

IVoZoMoVol =  |AoMo||VoAo|.

Obținem

n

( i > o r oA < M ,N >0 \ + ^2  l ^ l l ^ l l  < M ,N >U +1 - < M ,N >U \<
Î=1

n

< |Xo Mo||yoAo| +  £  |X d (<  M, M  >TI+1 - 
i=l

-  < M ,M  > j i | y j ( <  N ,N > t^  -  < N ,N > t^  <
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< +  £  1 ^ J 2 (< M, M  >ti+1 -
i= l

-  < M ,M > t ^ 2N 2 +  |Ft i |2 (< N ,N > ti+1 -  < N ,N > t^

In ultima inegalitate am aplicat un Schwarz pentru sume. 
Fie

n
x s =  Xo + £  Xt j l( tiiti+ 1 |(s)și

4=1
n

ya = io +  £ K i i(i,,ti+i](s )
4=1

Cu această notație primul membru în inegalitățile (1') este un majorant 
al lui

| [  x t yt d < M ,N  >t \
Jo

Ultimul membru din șirul de inegalități (1') este
/*oo roo

( /  x%d< M ,M  >t )^ ( /  y2d < N ,N  >t )%
Jo Jo

Deci
PO O  re c  POO

( 2 ) | /  X t Yt d < M ,N > t \ < U  X t
2d < M ,M > t )^( Y 2d < N ,N > r f 

Jo Jo Jo

oricare ar fi X, F  de tipul particular de mai sus .
3) Pentru comoditate, intoducem notația a  := | < M ,N  > |, adică 

variația lui < M, N  >. Este ușor de verificat folosind exercițiul 4.1 că avem 
a.s. îndeplinite inegalitățile

»t(w) -  a s (w) <

< |[(< M ,M > t - <  M ,M  >s ) + (< N ,N  >t - < N , N  >s )], 

oricare ar fi s ,£ G R+ cu s < t. Din această inegalitate rezultă că măsurile 
P a  și P  < M, N  > (vezi notația introdusă la începutul paragrafului 2.2) 
sunt absolut continue de P(< M, M  > + < N, N  >). Fie (Xn ) și (F") șiruri 
etajate pe algebra C{ vezi propoziția 1.14) care converg în L2 (Q x R + 1 P,
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 99

P(< M ,M  > + < N ,N  >)) la X  și X, respectiv. Aplicînd (2) și integrînd 
membru cu membru, se obține :

roo ro o
< (E  (X t

n )2d < M ,M  >t )^(E  /  (Yt
n )2d<  N ,N  >t )~* 

Jo Jo

(membrului drept din (2) i s-a aplicat și un Holder în Lzfâ, P , P),iar membrul 
sting a fost minorat, scoțîndu-se modulul înafara lui E). Se face n —> oo și 
se obține inegalitatea

(3)|E X t Yt d < M ,N > t \<
Jo

POO POO

< (E  /  X 2d < M ,M  ^ ( E  Y 2d < N ,N  > t )i
Jo Jo

3) La acest punct vom trece în (3) de la d < M, N  > t ,la d| < M, N  > \t . 
Măsura P < M, N  > este absolut continuă de Pa. Restrîngîndu-le pe ambele 
la a— algebra P , rezultă că există Z, proces previzibil (cu valori în {-1,1}), 
astfel încît

P  < M ,N  > \P  = Z(Pa)\r

Se aplică (3) lui X și ZY.
In final observăm că inegalitatea de la a) este adevărată oricare ar fi X 

și Y previzibili .
Raționamentul pentru b) este analog.

4.2 Integrale stocastice

Fie f  ; R +  —> R  definită astfel : dcică 0 = io < ti < 2̂ < 
fo, fi, ...fn  G R, atunci

^  ^n ^  ^n-|-l — OO

f( t)  — /ol{o}(i) + ^ / i l ^ A + i lW ’ £ € R +
2—1
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100 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Fie g : R +  —> R  o funcție continuă la dreapta cu limite finite la stînga. 
Definim

roo . n

(1) /  fdg = /(0)5(0) +  £ / M + i ) - s ( ^ Ș i
i=0

(2) [  fdg  = f  / l M ^  =  /(0)s(0) +  y ' / i [j(min(ti+ 1 ,i ) -5 (m in ( t i ,t)] 
Jo ^0

Funcția
/  fdg

Jo
nu depinde de reprezentarea lui f ,  este continuă la dreapta, cu limite finite 
la stingă, iar saltul ei t este ffyAgțt),adică

(3) ă (  f  fdg) = f(t)A g (t)
Jo

Fie
n

(4) A = {H \H = /i«l{o}(i) +  }  2 W (tA+il(0i  ̂ ^  ^+>0 =  io < ti < ... < 
i=l

< tn  < tn+ 1  = oo, hi: Q, RfFtt — măsurabilă și mărginită, n £ N}

și fie M G Al.

P ropoziția  4.4 Procesul H.M, definit prin

(5) (H.M)t ( ^  = [  H ^ d M ^ ) 
Jo

este martingal de pătrat integrabil,

(6) A ^H .M ^ = Ht A M t

fi are loc egalitatea

r ^  roo

(7) E ((H .M )^  = E H]d < M ,M > ,=  E  Hțd[M, M], 
Jo Jo
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 101

Comentarii In (7) am notat E(.) = E. =: f  .dP (vezi pag.96)
Deasemenea, folosind notația introdusă la începutul paragrafului 2.2, re

lația (7) se poate scrie și sub forma :

(8) E ^ H M ) 2̂  = P < M ,M >  (H 2) = P[M, M](H2)

Demonstrație Fie s ,t  E R+, cu s < t. Se poate presupune (renumerotînd, 
eventual, punctele partiției din expresia lui H) că s = tj și t = it+i, cu 
j  < k + 1. Integrabilitatea funcției

cu —> /  Ha(w')dMs (w) 
Jo

pentru orice t este evidentă și avem

r t  r s
E (J  Hu dMu \P )  = E (J  Hu dMu \Ps ) + E ^ h ^ M ^  -  Mt i )\Pa)

Dar
k k

r ( E W . + . -  M ‘. ^ )  =  Y ^ E ^ M ' ^  -  M ^ t \ ^  = 

i= j i= j

k

= ^ E l h ^ M ^  -  M ^ P ^ P ^  = 0 
i=j

Am folosit .7-^—măsurabili tatea lui ht, pentru i = j, ....k și faptul că M  este 
martingal. S-a demonstrat că H.M  este martingal.

Afirmația (6),relativă la salturile lui H.M  este evidentă din (3).
Egalitățile (7) se verifică prin calcul direct :

n

E ^ H . M ^  = E ^ M o  + ^ ( 7 1 ^  ~ M ^  =

n

= E [ h ^  + ^ h l ( M , u , -  M„)! l = Elfii < M ,M  >„)+

n

+ E  B ^ <  M ’ M  ><•» -  < M ’ M  >*■)! =  ^ K ^  < M <” « •  > + 
i=0
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102 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

n  yoo
+ £ [ \ 2 (< M, M  >ti+1 - < M , M  > J ]  = E  H 2d < M ,M > 3 

i=0
Am folosit faptul că, pentru 0 < i < j  < n, avem

E ^ h ^ M ^  -  Mh )(M .„, -  MtJ] =
=  « m i M f e  -  M . ^ M ^  ~ Mt^ }  = 
= E ^ h ^ M ^  -  Mt l )E[(M tj+1 -  Mt j )\r„]} =  0,

pentrucă E[(M tj+1 — Mt j )\Etj] = Q, M  fiind martingal.
Deasemenea, am folosit egalitatea

E\b?t (Mt M  -  M ^  = E[hl{< M, M  > , „  -  < M ,M  > t )]

care rezultă prin raționamente standard din propoziția 3.2 : îhtr-adevăr, pen
tru hi = I A , cu A E Fti,egalitatea este această propoziție pentru opționalele 
S  = (ti^A ^ T  = (tiAi^Ak 86 ține cont de definițiile 1.5 și 4.1), ș.a.m.d.

Ultima egalitate rezultă din faptul că P{[M, M \— < M ,M  >) este nulă 
pe previzibile (propoziția 4.1 b).

Propoziția este demonstrată.
Să observăm că A este subspațiu liniar al lui L2 (Ll x R + ,P , P  < M, M  >) 

, aplicația

(9) H H.M - . A ^ M
este liniară și prima egalitate (8), afirmă că ea păstrează norma, deci este 
izometrie între A.înzestrat cu norma lui de subspațiu al lui I 2 (fi XR + , ^ < 
M, M >) și A4 înzestrat cu norma lui L2 (Ll, F , P) = L ^ F ) = A4 .

Fie
(10) L2 (M) := LALl * R + ,P ,P  < M ,M  >)

Teorema 4.2 Aplicația (9) se extinde unic la L2 (M), ca o aplicație liniară 
și continuă .

Ea rămîne o izometrie, adică
roo

(11) E ^ I L M ^ )  = E  H 2d<  M ,M  > dP
Jo

oricare ar fi H E L2 (M).
Pentru orice t E R +  avem

(12) A țH .M \ = H t^M t a.s.
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 103

Demonstrație Algebra C introdusă prin egalitatea (3) din propoziția 1.14, 
generează previzibilele. Se știe din Teoria Măsurii (vezi [5], de exemplu) că 
funcțiile simple , etajate chiar pe C simt dense în L 2(Q X R +  ,P ,P  < M, M  >) 
. Deoarece

{ U |A e C }  G A

rezultă că subspațiul A este dens în L2 (M).
Aplicația (9) se extinde unic la L2 (M) ca o aplicație liniara și continuă.
Fie (Hn ) G A, un șir de procese cu proprietatea că

lim (  \ H -  Hn \2dP < M ,M > )  = 0

Relația (11) se obține scriind (7) pentru Hn  și facînd n  —> oo,deci

H  H.M  : L2 (M) -^ M

rămîne izometrie.
Relația (12) este verificată pentru H  € A ( vezi (6)). Fie

R  ={H\H  previzibil, mărginit, H  verifică (11)}

Mulțimea R  are următoarele proprietăți :
1) este spațiu liniar
2) 1Q e  W
3) dacă 0 < Hi < H2 < ... < Hn  < ...este un șir în ?Y cu l im n ^  Hn  = H 

mărginit, atunci H  verifică (11).
4) R  DA și A este stabilă la înmulțire .
Dintre acestea numai 3) este netrivială . Avem H  =  lim^oo Hn în L ^ M ) ,deci 

^■M = limn^co Hn .M, în A4 =L2 (P). Teorema 3.3 ne asigură că există 
un subșir (Hn/c)k>i, astfel încît aproape sigur în raport cu P, traiectoriile lui 
Kik .M să conveargă uniform la traiectoriile lui H.M. Făcînd k —>■ oo în 
relația :

(Hn k .M)t -  (Hn k .M )t .. = Hn k (Mt  -  Mt _)
86 obține, pe baza convegenței uniforme, valabilitatea ei pentru H.

Aplicînd o teoremă de clasă monotonă (vezi [13],Theorem 8, pag7) rezultă

R  D {H\H  mărginit, H  măsurabil în raport cu u(A)}
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



104 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Dar tr(A) =  T ,  conform propoziției 1.14, deci egalitatea (12) este ade
văra tă  pentru orice H  previzibil și mărginit. Valabilitatea ei pentru  un H 
a rb itrar din L șțM ), se obține aplicînd încă o d a tă  Teorema 3.3 pentru  un șir 
obținut din H  prin trunchiere, care converge a tît  în L ^ M )  cît și punctual la 
H.

Teorema este dem onstrată.
Următorul corolar enumeră proprietățile curente, folosite în calcule cu 

integrale stocastice, care rezultă din cele de mai sus.

C orolarul 4.1 a) Fie M  E N i. Aplicația

H  -> H .M  : L ^ M )  N i

are următoarele proprietăți :
1) (H  + K ) .M  = H .M  + K .M , oricare ar fi  H ,K  E L fiM ).
2) (a H ).M  = a (H .M ), oricare ar f i  a  E R +  f i  H  E L2(M ).
3) Hn  H  în L2(M ) => H n .M  —̂ H .M  în A4 f i  există un sub fir  de 

numere naturale (nk ) astfel încît aproape toate traiectoriile lui Hn k .M  să 
tindă uniform la traiectoriile lui H .M  , adică :

lim sup \(Hn k .M )(w ,t) -  (H .M fiw ,t)\ =  0
k-*0 0  t e R +

pentru w £ A ,cu P (A) =  0.
b) Fie H  un proces previzibil mărginit. Aplicația

M  H .M  M  M

are următoarele proprietăți :
1) H .țM  + N ) — H .M  + H .N , oricare ar f i  M , N  E A4.
2) H .a M  = aH .M , oricare ar fi  M  E .M și a  E R + .
3) M n  M  în A4 => H .M n  H .M  în N i și există un subșir de 

numere naturale (n k ) astfel încît aproape toate traiectoriile lui H .M n k  sa 
tindă uniform la traiectoriile lui H .M  , adică :

lim sup \(H.M n k )(aj,t) -  {H .M )țw ,t)\ = 0

pentru w £ A,cu P (A) = 0.
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 105

D em onstrație  Afirmațiile relative la convergența uniformă simt aplicații 
ale teoremei 3.3 și ale faptului că în urm a identificării lui AA cu L 2 , conver
gența în AA este convergența în L 2 .

Demonstrația lui 3) de la b) este urm ătoarea :

E ^ H M ^  -  ( H . M ) ^  = E[(H .(M n  -  M ) ) ^ 2 =

POO

= E ( H d < M n -  M > ) < s u p  \H (t, ^ [ ( M ^  -  M ^)]2 . 
Jo t,^

Teorema urm ătoare dă o caracterizare intrinsecă a  integralei stocastice.

Teorema 4 .3  Fie M  E AA și H  E L 2 (M ). A tunci pentru orice N  E AA, 
avem

7*00 7*00

a) E  \ H \ d \ < M ,N > \ < o o  ș i E  \H\d \[M, N]\ < oo 
Jo Jo

Integrala stocastică a lui H  în raport cu M , H .M , este unicul element din 
M cu proprietatea

7*00 7*00

b ^ E ^ H .M ^ N ^ ]  = E  H s d < M , N > s = E  H s d [M, N }s , 
Jo Jo

oricare ar fi N  E AA.
Au loc relațiile

c) < H .M , N  > = H. < M ,N  >,

d) [H.M ,N] = H. [M ,N],

î> valabilitatea fiecăreia dintre ele pentru orice N  E AA, caracterizează pe 
dM  în AA.

Dacă
M  = M C + M d

unde M c E AAC și M d  E AAd , atunci componentele analoage ale lui H .M 
sunt

e) (H A L f  = H .M C, (H .M )d  = H .M d
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106 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Demonstrație Mai întîi menționăm că în relațiile de la c) și d), membrii 
din dreapta simt integrale stocastice Stieltjes ( paragraful 2.5).

Finitudinea integralelor din enunț rezultă din inegalitățile Kunita-Watanabe 
(teorema 4.1). Intr-adevăr, alegînd K  = 1 în această inegalitate, se obține

/*OO /*OO 7*00

E \H\d\ < M ,N > \ < ( E  \H\2d < M ,M > ^ ( E  d < N ,N > ^  =
Jo Jo Jo

= (E  [  \H\2d<  M ,M  > ^ [ E ( N ^  <oo
Jo

Analog se demonstrează și finitudinea celei de a doua integrale.
Să demonstrăm b). Mai întîi observăm că este suficient să stabilim prima 

egalitate, cea de a doua rezultînd din faptul că P([M, N]— < M, N  >) este 
nulă pe previzibile (propoziția 4.2f))

Fie N  € AA fixat. Construim T  : L2 (M) —> R  prin egalitatea

7*00

T{H) = E[(H.M)OONOO -  H3d < M ,N > a) ,H e  L2 (M) 
Jo

Funcția T  este evident liniară . Ea este și mărginită, după cum rezultă 
din evaluarea de mai jos, în care se folosesc Schwartz și Kunita -Watanabe :

Z
O O

H^d < M ,M  > ,)i\\N ^\\,

Dar
7*00

(E H } d < M ,M > .^
Jo

este norma lui H  în L ^M )  și pe baza lui izometriei (11),

7*00

\T (H )\< 2(E  H 2d < M ,M > 3^ \ \N c o \\.
Jo

Vom arăta acum că T  este nulă pe A (definită prin relația (4) la începutul 
acestui paragraf). Fie

n

H t =  h0 l{0}(t) + £ R+
i=0
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 107

unde 0 =  t0 < ti < ... < tn  < oo și hi : Q —> R  sunt v.a.P ti — măsura
bile, pentru i = 0,1,..., n. Dacă facem niște calcule standard cu valori medii 
condiționate obținem

= / [hoMo + ^  h ^ M ^  -  M t^ N ^ d P

J i= 0

= I  haMoNodP P ^ j  h ^M ti+1N ti+ i -  Mt i N t i )dP.

In calculele de mai jos luăm un termen al sumei și punem în evidență 
faptul că M N — < M, N  > este martingal

Ih i(M ti+ 1N tx+1 -  M ^ d P  = / h ^ M ^ N ^ -  < M ,N  > ^  | ^ ) +

+ y h ^ E ^  M, N  >ti+1 | ^ )  -  Mt i Nt i )]dP = J  h ^ M ^ N t-  < M ,N  > J+ 
+ j  h ^  M ,N > ti+ i |7J - Mt i Ni t )]dP = 

= I  h ^  M ,N > t^  -  < M ,N > t i ) \P ^ .

Avem
I ( H .M ^ N ^ d P  = J [H 0 < M, N  >0 + 

n  r-OO+ 52 M< M, ^  >tl+1 -  < M ,N  >t i )]dP = E H  H d < M ,N  >}
i=0 '°

Fiind nulă pe A (densă în L2 (M )),aplicația T  este nulă pe L2 (M) și relația 
a) este demonstrată.

Ea caracterizează pe H.M : dacă alt L G A4 ar verifica-o, am avea

E ^L ^N ^) - E((H .M )OONOO), oricare ar fi N ^  G L2 ,

'le unde L ^  = (H -M )^  și atunci și martingalele generate de aceste funcții 
coincid.

Să demonstrăm c). Fie

Lt  = (H.M )t și Jt = Lt N t -  /  II sd < M, N  >s
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Daca vom arăta ca J  este martingal nul în origină, din unicitatea lui 
< L ,N  > (propoziția 4.2 b) , va rezulta relația de la c).

Intr-adevăr, notînd L*(w) =  sup0<t  |Lt (w)| , A*(w) =  sup0<4 |M(w)| din 
propoziția 3.5 se știe că L*, N* 6 U- Rezultă

roo
|J4| < UN* + /  |Ha |d| < M ,N > s \ e  Li

Jo
unde integrabilitatea integralei rezultă din a).

Pentru a arăta că J  este martingal se va aplica lema2.3.Putem calcula

E(JT ) = E((H .M )T N T -  /  Hs d < M ,N  >s ) =
Jo

= E ^ H .M ^ N T  -  r  H3d < M ,N  > J) -
Jo

= E ^ H M ^ N ?  -  [  Had<  M, N T  >s ) =  0
Jo

Am folosit propoziția 4.3 și punctul b).
Să demonstrăm acum că relația c) caracterizează pe H .M  . Dacă se scrie 

c) la momentul t =  oo și se integrează membru cu membru în rapot cu P 
și dacă se ține seama de faptul că E(< H.M, N  >oo) =  E((H.M')<xNao'), se 
obține prima relație b). Deci dacă aceasta îl caracteriza pe H.M, atunci și 
c) îl caracterizează.

Vom demonstra acum e). Are loc egalitatea

H.M = H .M C + H .M d

Dar H.M C 6 A4C, deoarece A(H .M c)t  = Ht AM£ =  0 . Pe de altă parte 
H.M d 6 A4d : fie A £ A4C. Tinînd cont de c), avem

< H.M d , K >  = H. < M d ,K  > = 0 .

In final, revenim la d).

[H.M,N]t  = < (H .M )C,N C > 1 + ^ ^ ^ ^  = 
s<t

= < H.M C, V  > (  +  £  H s ă M s ă N s =
s<t

= (H. < M c , N c >)t + £  H A M SA N S = (H.[M, N])t .
s<t
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Demonstrația faptului că d) îl caracterizează pe H.M  se face analog cu 
demonstrația faptului că c) îl caracterizează pe H.M

Teorema 4.4 Fie M  E AA , H  E L2 (M) și K  un proces previzibil mărginit. 
Atunci K H  E L2 (M) și are loc egalitatea

(K H ).M  = K.(H.M)

Demonstrație Meii întîi vom arăta că K H  E L2 (M).

rOO /»OO

E( (K3H3)2d < M ,M > a) < m p \K s ( ^  H 2d<  M ,M  >s ) <oo
Jo JQ

Egalitatea va rezulta din faptul că relația c) din teorema 4.3 caracterizează 
integrala stocastică. Va trebui să arătăm că oricare ar fi N  E A4, avem

< K.(H.M ), N >  = (KH). < M ,N >  .

Intr-adevăr, aplicînd tot teorema 4.3 c) de două ori avem

< K.(H.M ), N >  = K .<  H.M, N >  = (KH). < M ,N >  .

Propoziția 4.5 Dacă M  E Ml și T  un timp de stopare, rezultă că Ip ^  6 
Li(M) și

I\O,T \-M = M ^ .

Demonstrație Conform teoremei 4.3 c), va fi suficient să arătăm că ori
care ax f. N  E AA, are loc egalitatea

< M T ,N >  = 1 ^ T \ .< M ,N  >

Intr-adevăr , valoarea integralei stocastice Stieltjes din membrul drept 
®te < M, N  > 7 ,iar egalitatea cu membrul stîng rezultă din propoziția 4.3.

Propoziția 4.6 Fie S  este un subspațiu închis al lui AA. Atunci S  este 
opțional stabil, dacă și numai dacă oricare ar fi M  E S  și H  E L2 (M), avem 
H-M e s .
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Demonstrație Implicația ”dacă ” este corolarul propoziției anterioare, 
alegînd o opțională T, și H = l|o,r|.

Cealaltă implicație se demonstrează arătînd ca H.M  E S 1 1 , îndată ce 
M  E S  și H  E L2 (M f  Intr-adevăr, fie ?/ £ 5 1 . Folosind din nou teorema 
4.3 c), avem

< H.M, N >  = H . < M ,N >  = 0 .

Corolarul 4.2 Fie M  E A4 și

SM  = {H.M  | H  E ^ ( M ) }

Atunci SM  este cel mai mic subspațiu opțional stabil ce îl conține pe M.

Demonstrație Mai întîi sa observăm că SM  este subspațiu opțional sta
bil. Intr-adevăr, este spațiu liniar închis, deorece aplicația liniară H —> 
H.M  : L2 (M) —* JVt este izometrie. Este opțional stab il, pentrucă dacă aleg 
un proces A?,previzibil și mărginit (ax fi suficient să aleg K  =  l[o,rj) aplicînd 
teorema 4.4 se obține K.(H.M) = (KH ).M  și acest ultim proces este evident 
în $M -

Fie S  intersecția tuturor subspațiilor opțional stabile cel conțin pe M. 
Printre acestea este și 5 ^  ; aceasta rezultă din cele de mai sus și deoarece 
M  = icixR^-M E «S^Deci are loc relația

S  G SM

Incluziune inversă rezultă din propoziția 4.6.

Propoziția 4.7 Dacă M, N  E M , proiecția lui N  pe SM  este de forma 
D.M, unde D este o densitate previzibilă a lui < M ,N  > în raport cu < 
M, M  > . Relația

< M ,N >  = D .< M ,M >
îl caracterizează pe D (ca element în L2(Mb-

Demonstrație Presupunem N  = N' + N" CU N' E SM  și N ” E S^- 
Rezultă că există D E L2 (M), astfel încît N ‘ = H.M. Are loc egalitatea

< N ,M >  = < N ',M >  = < D .M ,M >  = D .< M ,M >

Dacă D este un alt proces previzibil verificînd

< M ,N  >= D. < M ,M > ,
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atunci D = D aproape peste tot în raport cu măsura generată de < M, M > 
.deci

E (y  (Da -  D ^ d  < M, M  > s) =  0

de unde rezultă că D E L2(M) și D = D aproape peste tot în raport cu 
P < M ,M >  .

încheiem acest paragraf stabilind legătura dintre integrala definită în 
acest paragraf și integrala stocastică Stieltjes, definită în ultimul paragraf al 
capitolului precedent. Reamintim că Vi era mulțimea proceselor V /(definiția 
2.3).

P rop oziția  4 .8  Fie M E A4 O V i și H E L ^ M )  n  L^{P\M\} . Atunci,

H.SM  = H.M  ,

unde membrul stîng este integrala stocastică Stieltjes a lui H  în raport cu M.

Demonstrație Se știe (teorema 2.10) că HAM  este un martingal V I, 
deci aplicînd propoziția 2.4, pentru orice martingal mărginit N, avem

E ^ H A M ^ N ^ ]  = E C ^ ^ M ^ N J  = E ( ^ H t ^ M t ^ N t ) 
t>o t>o

Pe de altă parte din corolarul 3.6 rezultă că M  E Mtd ,deci și H.M  E 
A4d (propoziția 4.6) și aplicînd teorema 3.9 și apoi teorema 4.2 (relația (12)), 
putem scrie

E ^ H .M ^ N ^ ]  = E ^ ^ H - M ^ N t )  = E ^ H ^ t ^ - 
t>o t>o

Va rezulta
E ^ H A M ^ N ^ ]  = E ^ H M ^ N ^ .

Deoarece N ^  este o v.a. mărginită arbitrară, obținem

(HAM)'» = (H .M )^  deci H.SM = H.M  .

In continuare ne vom referi la integrala stocastică Stieltjes care este o inte
grală Stieltjes pe traiectorii, sub denumirea de ”integrală Stieltjes” , păstrînd 
denumirea de "integrală stocastică” pentru integrala în raport cu un martin
gal introdusă în acest paragraf. Propoziia anterioară ne spune că cazul cînd 
martingalul integrator este și proces V I  se poate folosi oricare dintre aceste 
denumiri.
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4.3 Formula de schimbare de variabilă

Definiția 4.4 Se numește semimartingal (în sens restrîns), un proces de 
forma

(1) X t = X Q + Mt + Af

unde X Q este o v.a. integrabilă și PQ— măsurabilă, M  E A4 , A E Vi, cu 
Mo =  0 =  ^0 as.

Am pus în paranteză ”în sens restrîns” deoarece acesta este un caz partic
ular de semimartingal (vezi [12], pag. 32). In acest paragraf vom lucra numai 
cu acest caz particular, și de aceea vom folosi termenul de "semimartingal” 
pentru a desemna de fapt un "semimartingal în sens restrîns”. Extensia 
acestei formule pentru procese mai generale presupime tratarea acestui caz 
separat și se face fără dificultăți majore, prin procedee de localizare.

Reprezentarea de mai sus pentru X  nu este unică , deoarece există mar- 
tingale în A4 care sunt și procese V I  (vezi teorema 2.6) .Totuși are loc urmă
toarea propoziție.

Propoziția 4.9 Fie X  un semimartingal de forma (1). Proiecția lui M  pe 
M c nu depinde de reprezentarea (1).

Demonstrație Presupunem că X se mai scrie sub forma

(2) X t =  Xo + N t + B t , t > 0

unde N  = ( N ^ o  E M ,B  = (B t )t>0 este proces V I și B o = No = 0. Rezultă

(3) M  - N  = B - A

și M  — N  E M  și este și proces V I. Din corolarul 3.6 rezultă ca M  — N 
este pur discontinuu, și are proiecție nulă pe A4C, adică (M — N )c =  0, sau 
M c = N c .

Definiția 4.5 Dacă X  este un semimartingal de forma (1), fie

X c := M c

[ X ,X ] ,~  < X - ,X ‘ > , + ^ ^ X 1
3 < t
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Procesul [X, X] este crescător, continuu la dreapta și deoarece

(4) X X S
2 < 2(XM 2 + XA^)

rezultă că [X, X]oo este finită a.s.

Definiția 4.6 DacăX este semimartingalul (l) și H  este un proces previzibil 
mărginit, definim

(H .X) t := H0X 0 + (H.M fi + (H.Afi, pentru t e  [0, oo)

fi o numim integrala stocastică a lui H  în raport cu X.

Com entarii. In definiția de mai sus, H .M  este integrală stocastică, iar 
H.A  este integrală Stieltjes . Definiția este corectă deoarece dacă X  are și 
expresia (2), din egalitatea (3) și propoziția 4.8 rezultă

H .țM  - N )  = H.{A -  B)

unde în stînga am integrală stocastică iar în dreapta integrală Stieltjes. Din 
această relație rezultă

H.M  + H.A = H .N  + H.B

Teorema următoare este extensia formulei Ito în cazul unui semimartingal 
real, pentru care componenta de tip martingal nu este neapărat continuă.

Teorema 4.5 Fie X  un semimartingal și F  o funcție reală de variabilă reală 
cu derivate de primele două ordine continue și mărginite. Pentru orice t 6 
R+  , are loc egalitatea

(5) F{X t ) = F (X 0 ) +  f  F \ X 3_)dX3 +  J  f  F "(X s_)d < X c , X c >3 +

+ £  [F(XS) -  F (X 3_) -  F ț X ^ X X ^ a . s . , 
0<s<t

seria din membrul drept fiind absolut convergentă.
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Comentarii Prima integrala este integrala unui proces previzibil mărginit 
în raport cu un semimartingal (definiția 4.6). A doua este o integrală Stielt- 
jes, și din cauza continuității traiectoriilor lui < X c , X c >, integrandul poate 
fi înlocuit cu F  (X 3). Seria care apare în formulă este absolut convergentă 
datorită inegalității

£  |F(X ,) -  F(X._) -  F ^ X ^ X , )  ^ X ^
0<s<t 0<s<t

care rezultă din formula Taylor aplicată lui F (X a). In membrul drept, C este 
un majorant al lui \F |. Seria majorantă este convergentă a.s. din cauza 
inegalității (4) și a ipotezelor făcute asupra lui M și A

Demonstrație Vom reduce demonstrația formulei (5) în cazul general, la 
demonstrarea ei pentru niște cazuri particulare. Vom parcurge mai multe 
etape :

I) In prima etapă vom demonstra că dacă formula este adevărată pentru 
YQ + N  + B  ,unde YQ parcurge o mulțime densă în Ly (^o), N  parcurge o 
mulțime densă în jM și B  parcurge o mulțime densă în Vi, atunci ea este 
adevărată în general.

Fie (yj1) un șir de funcții în LI (7Q) ,fie (N n ) un șir de martingale în A4 
cu NQ = 0 și fie (Bn ) un șir de procese V I cu BQ =  0,astfel încît

( 6 ) £ < - X 0 | < C», £ | r e - M « l l < «  î i £ | | B " - < < o o . 
n n n

(reamintim că ||.|| este norma în L ^F }  , iar

||B n  -  A ^  =  J  \Bn  -  A ^ d P  = E(\B n  -  A ^ )

conform definiției 2.3)
Vom demonstra că dacă formula este adevărată pentru

Yt
n  =  Yo

n  + N^ + B ^ , 

atunci este adevărată pentru

Xt — X Q + M t + A t .
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Vom presupune deci că

(T) F(Y t
n ) = F ( Y ^  + I F ( Y ^ d Y ^  + -̂ I  F'(Y?_)d < Y n c ,Y n c  >3 + 

' Jo Jo
+ E  Î W )  -  F (Y;L) -  F '(Y -_)XY ]̂

0<s<t

Vom arăta că atunci cînd n —> oo, termenii din (7) tind (a.s. sau în 
probabilitate) la termenii corespunzători din (5).

Din prima dintre relațiile (6) rezultă că YQ —> A Q în L^ și a.s., deci 
^Vo") F(Xo) a -s -

Din celelalte două dintre relațiile (6), rezultă analog că YF —> X t  în L1 
și a.s. Din inegalitate normelor a iui Doob (vezi demonstrația teoremei 3.4), 
rezultă că există im A cu P(A) =  0,astfel încît pentru w £ A, să avem

(8) iim sup i/v”'(w )-M t(w )l =  0.
" !~te[u,co)

Datorită inegalității

(9) sup 18? -  A l < \Bn  -  Aice 
tG[U,oo)

și a ultimei din ipotezele de la (6), putem presupune și că

(10) iim sup i8?(w) — Aj(w)i = 0, 
~ !COte[u,oo)

dacă <JJ ^ A.Va rezulta că aproape sigur, traiectoriile lui Y ” converg uniform 
la cele ale lui V. Pentru cu ^ A,avem

(11) iim Y^_ = X t _, oricare ar fi t > 0,

Vom trece acum ia compararea termenilor

I F '(X s_)dX s și r F , (Y^_)dY^
Jo Jo

Tinînd cont de definiția 4.6, fie

I? := /  F '(Y ^ d N ^  -  I FĂX s^ d M s = 1^ + I ț
Jo Jo
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unde  ̂ +
I ^ : =  I ^ Y ^ d M , -  f  F , (X s^)dM 3

Jo Jo

I?2 := F ^ d N ? -  F ^ Y ^ d M ,. 
Jo Jo

In caicului de mai jos notăm cu Y^  procesul {rȚAs>o și folosim notația 
funcțională (vezi (5) din propoziția 4.4) a integralei stocastice. Avem

H ^ll2 =  E ^ F ' i Y ^ - P i X . ^ .M ^  = E  r[F '(Y ^_ )-F '(X sJ ] 2d < M ,M > 3=
Jo

= /  [P (Y^_(^ -  P ( X 3^ ] 2d(P < M ,M  > )(s^ ) .
Jo

In calculul de mai sus am folosit izometria integralei stocastice . Dar

lim [F' (Y ^ (CJ) — F ( X - ( - ) j 2 — 0 a -s - în  raport cu F  < M, M  >

din cauza lui (11) și a continuității lui F  . Convergența este dominată de o 
constanta, datorită mărginiru lui 7 iar P  < M, M > este măsură Unită. Dm 
teorema convergenței dominate avem

1 • T  m  r\ *  ̂ 1 1 * 1 ’ J jaeci umn _ oo J ^  =  u și m prooaouiiabe.
Stabilim analog aceeași proprietate și pentru I^2 . Avem

I I O 2 = E [ l  F(Y?:)d(N™ -  MAS2 = E \ ( F ( Y m

= E  I ^ ( Y ^ ^ d  < N n - M , N n - M > 3< C2 \\NZ -  M ^ 2 
Jo . .

unde 0^ = sup |F'i. Din ipotezele (6) rezultă lim.zt_ 00 Z^ =  0, în L2 deci și în 
probabilitate.

Vom arăta acum că

7? := /  F’^ Y ^ d B ^  -  F '{X 3A d A sJo Jo
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tinde Ia O în Li (deci și în probabilitate), cînd n —* oo. Intr-adevăr, sa scriem

1 i  ~  J 21 +  J 22

unde

^ : =  F  F ^ Y ^ d B ? -  T  F ^ Y ^ d A ,  și 7̂ 2 := l \ F ' ( Y ^ - F ' ( X 3_))dA3 .
Jo Jo Jo

Avem

E ^ }  < E  r\F*(Y?_)\d\Bn  -  A\s  < C ^ E ^  -  A ^ )  = C ^  -  A\\v 
Jo

și Iimn _oc jlBn  -X l^ . =  0,din (6). Deasemenea,

^(l/ȘM) < E r  \F (Y :_ } -F '(X 3^ \d \A \3
Jo

și afirmația este adevărată din (11), și teorema convergenței dominate care 
se poate aplica datorită mărginirii Iui F' și integrabiiității iui IA| .

Fie
rt

I^  = F ! (Y Z )d < Y n c ,Y n c >3 -  I F "(X 3F )d < X c ,X c >3
Jo Jo

Din nou descompunem 
___  T Ț ?. . T Ț Ț

J 3 ~  7 31 J 32

CU

^  = I F ' ^ Y ^ d ^ Y ^ y ^  >s - < X C,X C >s ) ^
J o ~

I£  = I  -  F " (x 3_)]d < X c , X c >3
Jo

Avem C =  sup iF"i < 00 și

W i l  < C E  I d \ < Y rtc + X c , Y nc - X c > \s
Jo '

Dar Y ^0 = N ^  , X c = M c și sunt martingale. Aplicînd inegalitățile Kunita-
Watanabe (teorema 4.1) obținem

AI7AI < Cll/Vr 4 -  M iji li Air — A/rJI 1 o l  1 — I I OO • OOII II OO OOtt
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Deorece din (6) rezultă că iimn^ x  \\N^ — M^R =  0 și proiecția pe M c este 
continuă, avem l im n ^  lijV^ — Af^|| = 0 și trecînd la limită inegalitatea de 
mai sus, se obține lim^^oo 1^ =  0 în Li și în probabilitate.

Convergența lui 1^  ia 0 se demonstrează la fel ca cea a lui I ^ .
In final vom arăta că seria din (7) tinde în probabilitate la seria din (5), 

cînd n oo.
In fiecare traiectorie w,suma

(12) 2 -  l i i W ) - i ’K ) - i ' ' ’K W ] - i t u . ) - i ' ’( ^ ) - i ' ' W M , | |
0<s<t

este o serie numerică pentrucă {s I A î7 (w ) ?  ^} ^  numărabilă. Pentru 
aproape orice w, termenul s al ei, tinde la 0 cînd n  —► oo.

Aplicînd formula lui Taylor de ordin 2 , această serie este majorată de 
seria

£  c [ ( A ^ ) 2 +  M ) 2]
0<s<t

și pentru a putea permuta limita cu suma în (12), este suficient să demon
străm că

s u p  £  ( △ ^ f  <  °°> a  s - 

"‘ 0<s<t

Pentru aceasta este suficient să demonstrăm că

sup )  (AA^)2 < oc, a.s. și sup ^  (AB")2 < oc, a.s. 
“  0<s<t “  0<s<t

sau că

sup ^  AiN™ -  M ) /  < oc, a.s. și sup ^  &(Bn  — A)2 < oc, a.s.
"  0<s<t n  (Ks<t

Vom arăta că avem, de fapt

t 1 3 ) 22 22 A(A'" “ A 7 V  <  ° ° ’ a -s - Și 22 22 ^ H“ “ -4)« < 3C> a.s 
n 0<s<t n  0<s<i

turma din inegalități rezultă din fimtudinea integralei ei. Intr-adevăr ,

E ( L  2  △ ( ^  -  W )  = ^ E < ^  A (R  ~ M ))-2) <
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< £ E ^  -  M )t y  =  £ | | ( ^  -  W 2 < ( 2 . i ^ ‘ -  A^ti!)2

n

unde, la prima inegalitate, am aplicat corolarul 3.4 martingalului (\N n  — 
M  ) 111111(3,4) ) S>0 •

Pentru a doua din inegalitățile de la (13),observăm mai întîi că

(u) ^E E  - '4® = (E E  (△!«" - ̂ W2 <
V  /  A i o n  41 >12

n  0< s< i

Dar

E  2-̂  ^  - 4') = E E E  (△!"“ - 4.) < 2, W ‘ - 4  < 
71 ÔŜt 71 OxŜi 71

n

Rezultă
n  — ,4|s ) < oc, a.s.

n 0 < s< t

II. La acest punct vom aplica punctul I, pentru a reduce demonstrarea 
lui (5) la cazuri mai simple.

a) Fie (Tn )n> o un șir de opționale cu grafice disjimcte fiecare dintre ele 
fiind fie previzibilă, fie total inaccesibilă și astfel incit salturile lui Ivi și cele 
ale lui ri să fie situate pe graficele lui Tn , n > 0. Se poate presupune

M  = M C + ^ M "  și A = Ac + ^ A rL 
71 71

rmde M" = C[K " \  adică compensatul iui K" =  A M ^l^ ^ j(co ro la ru l 3.3) 
și Aț — △/i7’n l[t >rn j , iar cele două sume sunt luate în spațiile normate jvl și 
respectiv Vi. Din acest motiv se poate aplica I și se poate presupune că

M  = M c + 2 ^  M" și A = A C + ^  A 71 
n<N n<N

unde N  este un număr natural. Dar procesele M” = c (KK"'), n = 1,2, ...,yV
sunt procese din Vi (teorema 3.6) deci se poate face abstracție că ele sunt și
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martingale și se pot îngloba în componenta pur discontinuă a lui A. Deci se 
poate presupune

X  = X o + M  + A
unde M  este continuu și A  axe un număr finit de salturi, pe care le și rescriem 
sub forma 0 < R^ < R% < ... < R ^.

b) La acest punct vom arăta că putem presupune în plus , că ÂQ, M,și A c 
sunt mărginite.

Intr-adevăr, fie K un număr natural , și

Sk =  inf{r > Ol |Mf | > K și |A|t  > fc}

Avem lim^oo S  ̂ =  oo, M Sk —> M în _M cînd /c —> oo (propoziția 3.1) și 
A Slc —> .4 în Vi, cînd k —> oo,deoarece

lim ||A — X^lit) - lim I H 
{S fc< o o }

oodP^O

Aplicînd I, dacă formula e adevărată pentru A’o l{x0<k} + M Sk + Â 3*', va 
fi adevărată și pentru X. Dar din continuitatea lui M  și a lui A c , rezultă că 
M Sk și (Âc)s * sunt mărginite.

c) Vom arăta că se poate presupune A continuu (și mărginit).
Mai întî facem observația că în formula (5) ambii membri au același salt. 

Intr-adevăr , saltul membuiui drept este

F f (X i_)X X t + F (X t ) -  F (X tJ) -  F \ X t )X X t = F (X t ) -  F{X t_)

In acest calcul am ținut cont de faptul că < AV A c > este continuu, deci 
integrala Stieljes raport cu el este continuă. Deasemenea, am ținut cont de 
relația (12) din teorema 4.2 și de punctul c) de la propoziția 2.6.

Să presupunem acum formula adevărtă pentru A  =  AQ +  M + A c și s-o 
demonstrăm pentru X  = AQ + M  + A.

Avem X t =  A t ,pe intervalul stocastic [0, Ai), deci X t _ =  X(_,pe inter
valul «tnraetir ff) 1 «i avpa

I  F (X aA dM s = I F (X s_}dMs , pe [0, AJ 
Jo Jo ' '

Pentrucă A = Ac pe [0, Ai), avem

/  F (X s_)dAs = /  F (X a_)d (Ac )s , pe [0, A^ 
Jo Jo
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Deorece X c = X c , ceilalți termeni din formulă coincid. Deci ,dacă formula 
e adevărată pentru X pe [0,oo),atunci ea este adevărată și pentru X  pe 
[0,Ri).Dar mai sus am demonstrat că salturile ambilor membri în (5) sunt 
egale.Rezultă (5) adevărată pentru X  pe [0, Ri]. Raționamentul se trans- 
latează pentru a o verifica pe [Ri, R2] ,.ș.a.m.d.

III. La acest punct vom stabili formula în cazul X  =  Ao +  M  +  A,unde 
M  și A sunt continue, Mo =  0 =  ,40  și există K  > 0, astfel încît IÂQI < 
K, \Mt\ S  R, oricare ar fi i > 0 și iÂjoc < K. Avem de demonstrat că

(15) F (X t ) = F (X 0) + /  F '(X a)dM3 + 
Jo

+ r  F ( X 3)dA3 + ± r  F 'XXĂd < M ,M > 3 
Jo Jo

(sub această formă, formula de schimbare de variabilă este formula lui Ito). 
Observăm că ne putem dispensa de condiția ca F ,F  și F  să fie mărginite, 
pentrucă în formulă intervin doar restricțiile lor la intervalul [ - 3 A ,3 A ]I și 
acestea sunt mărginite ( pentrucă sunt continue).

Fie a,b E [—3A", 3A']. Formula lui Tayior se poate scrie sub forma

(16) F(b) = F\d) + F' (a) (b -  a) + ^F'" {a) (b -  a)2 + r(a, b)

unde , datorită continuității uniforme a lui F ',are loc majorarea

\r(a ,b )\< S (\b -a \)< b-aF

și 5(i) este o funcție crescătoare care tinde la 0 cînd i -^ 0.
Fie e > 0 și itjijgN opționale definite astfel : io =  0,

t + 1 =  m in { ț ,t  +  E , inf{.s|.s > U,\MS -  Mt i \ >  e, 1 4  -  4 j  >  e}

Șirul (ii(w)).;£N este crescător și are un număr finit de termeni diferiți de 
t. Au loc inegalitățile

(17) sup lti+ 1  -  i j  <  ^ , sup IM £,+1 -  M t Â <  e , sup IÂ{,+1 -  A J  <  e, 
i

•sup sup |A S -  Ati <  4s
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deci toate supremumurile de mai sus tind (uniform în w) la 0, cînd £ —> 0.
Fie t > 0 fixat. Aplicam (16) și obținem:

F (x t ) -  F (X O) = £ [ ^ 3  -  F ^ ) ]  =  £ r ' ( A t i )(x ti+1 -  x j + 
i i

Notăm succesiv , cele trei sume din ultimul membru al acestei egalități 
cu Si, S2, Oa-Ele depind de e și demonstrația este încheiată dacă vom arăta 
că, atunci cînd e —> 0,avem Si —> Ii + h ,S ^  I3 și S3 —> 0, în probabilitate, 
unde

h ~  r  F { X 3}dMs , I 2 := r F \ X s)dAa, I3 := C  F ” (X 3)d < M, M  >3 
Jo Jo Jo

Să descompunem
Si = Ou + S12, 

unde

Sn = £ F ' ( X J ( ^ i+1 -  M tj  și Si2 =  J ^ F ' ^ j ț A ^  -  A j . 
i i

Să evaluăm

||S „  -  Z1II2 =  F [ £ 2  - H Y J W J 2

Un calcul standard asupra unui martingal X  din X i de tipul următor: 

ne dă
IIS11 -  Fi||2 = ^ E [  /  " ( F ( X S} ~ F ( X t^ d M 3]2 =

= ^ F [ /  1+1 ( F W  ~ F ( X t ^ 2d < M ,M  >s ] =
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILĂ 123

= ^ £  ^ ( F ț X Ă  -  F ( X t : t fd  < M ,M > 3=

=  £]sup sup { F \X S) -  F \ X t i }y  < M, M >t ] —> O, cînd £ —> O,

datorită convergenței (dominate) Ia 0 a integrandnlui. In calculul de mai sus 
am folosit și izometria integralei stocastice.

Am arătat că Sn —> Ii în L2 (deci și în probabilitate), cînd e —> 0.
In continuare vom arăta că suma S12 —* I2 a.s.(deci și în probabilitate) , 

cînd s —> 0. Intr-adevăr,

|S12- / 2| H £ ^ W ( A +1

| £ ^ ( F l X t Ă  -  F ( X s ))dA3 \ < £  j ^  \F { X ^  -  F ( X 3)\d\A\3 <

< sup sup | / ( X s) - F ' ( X t i )||J4ii ^ 0 ,c î n d e - > 0 . 
z âtjii,H+l]

Scriem o2= o2j-j-o22-j-o23, uncie

= ^ F ' X X ^ M ^  -  M ^ 2 , S22 =  ^ F " ( X t i ĂA tz+1 -  A t i ) \ 
i i

523 =  2 ^  F ’X X ^ M ^  -  M ^ A ^  -  Â j .
i

Sumele 522Și Șutind ia 0 a.s., cînd 6 —> 0, din cauza inegalităților

i 522| < C s u p iA ^  -  A^HAit < Ce|A|f
I O  I s~i I i  r  s /  I I 4 l ✓ /^ t  I 4 I! 2̂3! ^  u  sup pw^+ . — m^ii/iit ^  ^tiA it

Majorarea cu e a decurs din (17).
Convergența lui S2i la 1$ nu este trivială. Se bazează pe următorea Iernă.

Lema 4.1 Dacă. M  G AI este mărginii, atunci < M ,M  >„€ L2\FL
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Demonstrație Aplicînd o formulă de integrare prin părți pentru traiec
toriile lui < M, M  > avem

< M ,M  > ^ =  2 /  < M ,M  >t d<  M ,M  >t 
Jo

de unde

< M , M > l = 2 l  (< M ,M > o o - < M , M > t )d < M ,M > t 
Jo

Integrăm această relație membru cu membru și aplicăm teorema 2.2 
Obținem

E ( < M ,M > l= 2 E  I { < M ,M > OO-  < M, M  >t )d < M, M  >t = 
Jo

= 2P < M, M  > ( r r ) ,

unde
Xt =< M, M  >oo -  < ™, M >t

și TT est proiecția opțională. Dar ținînd cont că < M, M  > este continuu și 
folosind proprietățile lui TT° (corolarul 1.4.),avem

( r r i j  =  m  ̂— < M, Ivi >t

unde (n?t )t >o este un proces adaptat continuu la dreapta, cu limite finite ia 
stingă, ce verifică mt  = E{< M, M  > x  ly>) a.s. Revenind ia caicului de mai 
cOz LiUicJ  V* *r Vo1mA1 

E(< M, M  > ^) = 2E  I [E(< M, M  > TO j ^ ) -  < M ,M  >t ]d < M, M >t 
Jo

= 2E [E(M^\P t ) -  M ^d  < M ,M  >t < 2K 2E(< M, M >x Jo

unde constanta strict pozitivă K  majorează martingaiul M.
Observație Se observă că în ipotezele iemei, martingaiui M 2 — < M^M 

t  M .
Revenind ia convergența iui S2i ia 1^ scriem

5 2 1  —  h  — Ti + T2
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unde

Ti = ^  F'XXtĂliMt^ -  Mt i)2 -  (< M, M >ti+1 -  < M, M > j j  ,

T2 = ^ F ''(X t ^ < M ’ M > t <

Vom arăta că Ti —> 0 în L2 și T2 —> 0 în L ,̂ de unde S21 —► I3 în probabilitate 
(cînd e —> 0).

Avem

1 i^in2 = 1 î 2^'W K ^, -  . « j  -  (< M , M  >TW  -  < M , M  > j]|i2 =

= ^ \ \F " (Xh )[(Mt l„  -  M t f  -  (< M ,M  >h „  -  < M ,M  >tJj|r

In această evaluare am folosit ortogonalitatea termenilor mixti din dezvoltarea 
pătratului sumei. Ortogonalitatea rezultă din

E{F"{X t i)\iMtt+1 -  Mtj 2 - ( < M ,M  >ix+1 -  < M ,M  ^ F ^  = 

= E{F"(X t i)[(M2
+ - < M,M  >tt+ 1) -  (A^2-  < M,M > t i)\\Ft i) = 

= F"iX tj[E (M 2
+ i- < M,M >ti+1 i ^ j  -  (Mt

2-  < M,M  >tj ]  = 0
unde am folosit faptul că AI2— < M, M > este martingal. 

Reluăm

IAi|2 = ^ E { F \ X t i)[(Mti+ 1-M t^ - ^  M ,M > tt+i -  < M ,M  >,)]}2 <

< 2C2 ^  A(Afti+1 -  A^)4 + (< M, M >ti+1 -  < M, M > j 2] <

< 2C’2£[sup(A^+1 -  A4J2 2 J A ^ +1 -  A f J ^

+2C2E H ( <  M, M >ii+1 -  < M, M >tJ 2 J <  A-A M >ti+1 -  < M, M >t l ]

< R ^ E IM2] + 2G2h-jsup(< M, Ivi -  < Ivi, Ivi >t I\ < M, Ivi >J
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126 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Este evident că în ultimul membru de mai sus, primul termen tinde la O 
odată cu e. Ai doilea are aceeași proprietate :

limsup(< M, M >ti+1 — < M, M  >^1 =  0

din cauza uniform continuității traiectoriilor lui < M, M  > pe [0, t] și funcția 
de sub E  este dominată de < M, M  > 2 care este integrabilă din Iernă.

Să evaluăm acum T^-Avem

W 2 |) =  £! E f̂ ”^  -  F’W W  <M,M> S \<

< F(sup sup \E"(X t i ) -  Z ( X S)| < M, M >t )

Ultima integrală tinde la zero cînd e —> 0 , din cauza uniform continuității 
lui s —> F  (A’s ) : [0,t] —► R  și a teoremei lui Lebesgue de convergență 
dominată.

Rămine de studiat termenul S3. Avem

(18) |^ i  < £ ^ ( 1 ^  - A J ) ^ - ^ . ) 2 <

< 2i(2£ ) ( p ( A ^ +1 -  M ^  +  (Â i+1 -  A j 2]

Avem
i ( 2 s ) ( £ ( 4 +1 -  A j 2 < d(2s)44|t

care tinde Ia 0 cînd e —> 0. Termenul care a rămas din dezvoitatea (18) va 
tinde la 0 în L i. Intr-adevăr

£?[5(2£ ) £ ( M t!+1 -  M J 2] < ^ [ i 2 (2£ )] f e [ £ ( M tț+1 -  Mt , W

și va fi suficient să demonstrăm că , dacă |Ms i < A",oricare ar fi .s t  [0,i], 
snr̂ m

SUP j  _  M J 2 ] 2  <  0 0 .
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Intr-adevăr, avem

E ^ M ^  -  M j 2]2 =  E ^ ț M ^  -  M t i f \+

+ 2 E E D M »« -  M ‘f ( M ^  -  M ^  ^  ^ E ' ^ M ^ ,  -  Mh ?]+ 
i j>i i

^ 2 E ^ ( M t M  -  V ,.)2± .'i£ (M tw i  -  j ^ m , „ ) B  =

= IK U U M l) +  2 E { £ ( H ,„  -  M ^ E ' ^ M ț ^  -  Af2 ] ^ , ) ] }  <

< 4 ^  +  2 E [£ (M ti+1 -  M t i Y E { M l\E ^ } \  <

< 4K* + 2K 2 E j y M * +1 -  MQ = 4K* + 2K 2E (M 2) < 6K*

Teorema este complet demonstrată.
Comentarii Formula de schimbare de variabilă admite următoarea ex

tensie :

T eorem a 4 .6  Fie F  : i v  * R ,o funcție cu derivate parțiale de primele 
două ordine continue și mărginite și fie X  =  (Ă’1 . / 2 , . . . , / 71) un proces n- 
dimensional cu- componentele semimartingale. Atunci, pentru t fc fO, oo i are 
loc egalitatea

(19) F (X t ) = F (X 0 ) + y  I  ^ - ( X s_}dX s +

I ^ - ( X ^ d  < ( X ^ .  (X ^ r  >„ +
2  . n Jo O X id X j =  1 J

+ £ ( F « - M ) -  £ 
0 < s < t  K i< n
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128 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Demonstrația acestui rezultat se omite deoarece comportă doar notații 
mai complicate față de cea precedentă.

Aplicații
Să presupunem că M  este un martingal mărginit. Să aplicăm formula (5) 

în cazul lui F(x) =  z2 . Aceasta este posibil , deoarece M  este mărginit și 
atunci derivatele lui F  se pot considera mărginite. Se obține

M^ =  M 2 +  2 /  M3_dMs  + < M c , M c >t + ^  ^ M °
0<s<t

sau, ținînd cont de definiția 4.2

(20) 2 /  M3_dM3 = M l -  [M, M]t
Jo

Dacă N  este alt martingal mărginit, prin calcule algbrice evidente se 
polarizează formula (20), obținîndu-se

(21) Mt N t  = [  Ms_dNs + [  N 3_dM3 + [M, N]t .
Jo Jo

Formula (21) este adevărată și pentru două semimartingale mărginite Ar 
și Y. Dăm forma ei diferențială :

(22) ^ X th )  = Xt-dYț + Y -d X ț  + d[Â , ¥ ]̂

în care am folosit definiția 4.5. O vom numi formula de integrare prin părți 
, din cauza analogiei cu cea din cazul proceselor crescătoare deterministe.
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