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4 CUPRINS

INTRODUCERE

Aceast3 carte se adreseazd studentilor de la sectia de studii aprofundate
(masterat), doctoranzilor si cercetdtorilor in domeniul proceselor stocastice
si al aplicatiilor lor. Se folosesc in mod curent rezultate expuse in [9].

Capitolul 1 se ocupa de teoria generald a proceselor. Se face clasificarea
timpilor de stopare asociati unui cimp de probabilitate filtrat, se intoduc
corpurile boreline stocastice g1 se dau teoremele de sectiune cu consecintele
lor, dintre care cele mai importante sunt teoremele de proiectie.

Capitolul 2 igi propune un studiu detaliat al proceselor cu variatie marginita.
Elementul specific care face legatura cu teoria martingalelor este notiunea de
proiectie previzibila duald sau compensatorul unui astfel de proces.

Capitolul 3 introduce notiunea de ortogonalitate (tare) in mul{imea mar-
tingalelor de patrat integrabil si da teorema de reprezentare a unui martingal
de patrat integrabil ca suma unei serii de martingale ortogonale, dintre care
unul este continuu iar celelalte sunt salturile compensate ale martingalului
initial.

Capitolul 4 este consacrat aplicatiilor. Se aplicd teoria din capitolele
anterioare la constructia integralel stocastice in raport cu un martingal de
patrat integrabil care nu este neaparat continuu . Se obtine o extensie a

formulei lui Ito pentru un semimartingal in sens restrins, numita formula de
schimbare de variabild ([11)).
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Capitolul 1

Teoreme de sectiune

1.1 Previzibilitate, accesibilitate, total inac-
cesibilitate

In acest capitol (Q,F, P,F;,t € R;) este un cimp de probabilitate filtrat,
indeplinind conditiile uzuale : (Q,F, P) este complet s1 /o D {A € F
|P(A) = 0} si filtratia (F3)icr, este continua la dreapta (adica

Fi= [\ Fs,oricare ar fi t > 0).

8.>t
Vom nota
Foo = 0(Uter, Ft)

Vom presupune cunoscute definitia optionalelor sau a timpilor aleatori
(In acest text se folosesc ambele denumiri), relativi la filtratia de mai sus,
precum si proprietitile care decurg imediat din definitii (vezi [9], paragraf
2.5, pag 59-61).

Definitia 1.1 Un timp aleator (sau oplionald) T se numesgte previzibil, dacd
existd un gir crescdtor de timpi aleatori (T,,) , astfel tncit

a) lim, T, =T

b) T,, < T , pentru orice n € N, pe mulfimea {T > 0} .

Vom spune ci girul de optionale (7;,) 1l anuntd pe T. Din cauza conditi-
ilor impuse filtratiei , definitia nu se schimba daca cerem ca a) si b) s3 fie
indeplinite numai a.s. Deasemenea, se poate inlocui multimea {7 > 0} de la
b), cu multimea {+oco > T > 0} . Intr-adevar, in acest caz girul (min(7,, 7)),
il anunta pe T.
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6 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Interpretdri nematematice

Se pot imagina exemple de optionale sau timpi aleatori previzibili din lumea
reali. S3 presupunem ci un vas naufragiat g1 parasit este indreptat de valun
spre un mal stincos. Momentul impactului poate fi considerat timp previzibil

amntat de girul 7,, definit ca momentul cind vasul se afli la 1/n km de malul

stincos.

Exemplul 1.1 1) Optionalele egale a.s. cu o constantd (finitd sau nu) sunt
exemple de optionale previzibile.

2) Dacd T este o optionaltd g a este un numdr real strict pozitiv, atunci
T + a este o optionald previzibila.

Cu ajutorul optionalelor previzibile vom introduce alte clase de optionale.

Definitia 1.2 O optionald T se numegte accesibild dacd existd un gir (T,)
de opfionale previzibile, astfel incit

P({T < +o0}) = P(HT =T, < +oo})

sau, echivalent,

{T < 4oo} = {T' =T, < +0}, P as.

(Dacd A,B€ F,”AC B, P a.s.” inscamnd P(A\ B)=0,iar A= B, P
a.s.” , inseamnd P(AAB) =0, unde AAB = (A \ B)U (B \ A)).

Definitia 1.3 Spunem cid multimea A € F @ B(R,) este evanescentd, daci
P(n(A)) =0, unde = este proieclia de la Q x R, la Q.

Se gtie cd m(A) € F , deoarece (2, F, P) este complet (teorema 3.5.[9])
Se vede ugor ca T este accesibild, daci si numai daci exist3 un gir de (T7)
de optionale previzibile, astfel incit

[T] C ELJ [T'n] ?

cu exceptla unei multimi evanescente.
Spunem ca sirul (T,,) din definitia 1.2 "inglobeazi graficul lui T”.
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL INACCESIBILITATE7

Definitia 1.4 Optionala T este total inaccesibild, dacd oricare ar fi oplion-
ala previzibild S, avemn

PUT =8 < 00}) =0,

sau, echivalent, dacd

[T]n[S] = @,

cu exceplia unet muliimi evanescente.

Punctul a) din propozitia urmatoare stabileste ca daca se considera
optionala ca o v.a. numericd (adicd luind valori in [0, 4+00]) si daci se iau
clasele de echivalenta ale acestor v.a. in raport cu egalitatea a.s. , propn-
etatea de a fi optionald (respectiv optionald previzibild , sau accesibild, sau
total inaccesibild), este o proprietate de clasa.

In loc de "o optionald previzibild” vom spune simplu o previzibila”,
daca contextul permite aceastd prescurtare. La fel si pentru celelalte clase
de optionale.

Propozitia 1.1 a) Dacd T este o optionald (repectiv previzibild, respectiv
accesibild |, respectiv total inaccesibila) gi S : Q@ — [0,+o00] are proprietatea
ca S =T a.s., rezulti cd S este oplionald (respectiv previzibild, respectiv
accesibild, respectiv total inaccesibild) .

b) O optionald previzibila este g accesibila.

¢) O optionald total inaccesibild este aproape sigur strict pozitiva.

d) Fie T o optionald. AtunciT este total inaccesibild (respectiv accesibild
) dacd i numai dacid oricare ar fi S accesibild (respectiv , total inaccesibild),
are loc relafia P({T = S < +oc}) =0.

e) Daca T este simultan total tnaccesibild gi accesibild, rezultd T = +o0
a.s.

Demonstratiile acestor proprietati sunt ldsate pe seama cititorului. Ele
rezulta imediat din definitii, cu exceptia afirmatiei ”daca” pentru caracteri-
zarea unui 7' accesibil, continuti la punctul d), care este o consecintd a
teoremei de partitie de mai jos.

Definitia 1.5 Fie T o optionald §i A € Fr. Functia Ta, definitd prin :
Ta(w) = T(w), daci w € Agi Ta(w) = 400, dacdw ¢ A

se numegte restrictia lui T la A.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Desi T4 nu este o functie restrictie, denumirea de mai sus este sugerata
de faptul ci graficul lui T4 se obtine retinind din graficul lui T, portiunea de
deasupra mul{imii A. Conditia A € Fr este necesara si suficientd pentruca
restrictia lul T’ la A s3 fie tot optionala, adica

Fr = {A € Fe|Ta este timp aleator}

Teorema 1.1 (de partitie) Fie T o optionald. Ezistd doud mulfimi esenfial
unice in Fr, notate cu A gi B, astfel incit

{T <400} =AUB, ANB=29, as.
cu Ty optionald accesibild , iar Ty opfionald total inaccesibila.

Demonstratie Stabilim intii unicitatea. Dacd A’ g1 B’ sunt mul{imi cu
proprietatile lui A si B respectiv, din propozitia 1.1 d) rezulta

P({TA =Tg < -l—OO}) =0,

adica
P(ANB)=0
de unde A C A’ , a.s. Analog, A’ C A, as.,deci A=A, as.

Pentru a demonstra existenta, sa consideram mul{imea
H={{T =S5 < +c0} | S previzibil }
1 sa defimim multimea A prin relatia
14 =supess{1g| C € H,}
(se noteazd v = sup{ P(C)|C € H,} si se alege un sir (C,) C H,, crescitor
si astfel incit v = lim, P(C,). Atunci A = U,C,)

Multimea A € H,, deci exista in sir de previzibile (Sy) astfel incit

A={T = S, < +oo},as.

Din aceasta relatie rezulta
[Tl € UISh),
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL INACCESIBILITATE9

cu exceptia unei multimi evanescente, deci T4 este accesibild. Sa notim
B ={T < 400} \ A i si aritim ci Ty este total inaccesibili. Intr-adevir,
daca S este previzibila, avem
{Tg =S <40} CBN{T=S5S<+00} CBNAas,
ultima incluziune avind loc din definitia lui A. Rezulta
P{Tg =S < +o00})=0

Teorema este demonstrata.

Definitia 1.6 Vom numi Ty (respectiv, Tg) partea accesibild (respectiv, partea
total inaccesibild) a lui T.

Fie T o optionala si (S,) un gir crescator de optionale. Introducem ur-
matoarea multime :

KT, (S,)] ={limS, =T < +o0, S, < T, pentru orice n € N}
Mai jos, notam S = lim,, S,, .
Propozitia 1.2 a) S restrinsd la K[S,(S,)] este previzibila.
b) T restrinsd la KT, (S,)] este accesibila.
Demonstratie Sa notam A = K|[S, (S,)] s1 B = K|[T,(S,)]
Fie deasemenea, R, restrictia lui S, la multimea {S, < S}. Se observa

ca lim, R, = S,4, iar

{0 <S4 < 400} C N{Rn < Sa},

Atunci sirul min(R,,,n) il anunti pe Sy4.
Pentru a demonstra b), este suficient si observam ci A D B si

[T5] C [Sal

deoarece pe B optionalele T si S coincid .
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10 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Teorema 1.2 a) Optionala T este accesibild, dacd gi numai dacd eristd o
familie numarabild de giruri (S,(,k))n, k € N, cu proprietatea cd

{0 < T < +oo} = JKIT,(SP)],

b) Optionala T este total inaccesibild, dacd gt numai daci P{T =0} =0
gt P(K[T,(Sy)]) = 0, oricare ar fi girul crescitor de optionale (Sy).

Demonstratie a) Pentru implicatia "numai dacd”, se alege un sir (Sk) ce
il inglobeaza pe T si apoi , pentru fiecare k, se noteaza cu (S,(zk)) girul care il
anunta pe Sj. Egalitatea celor doua mult{imi este imediata.

Implicatia” dacd” rezultd din incluziunea evidenta

7] c [o] uJITH)

unde am notat cu Tk, restrictia lui T' la K[T, (51(7,"))]. Din punctul b) al propoz-
itiel anterioare, fiecare T}, este accesibild, iar optionala identic egald cu 0 este
previzibila.

b) Daca T este total inaccesibild si (S,,) este un gir crescator de optionale,
avem

KT, (Sn)] = {T' = Tz (s, < +00}
si folosind Propozitia 1.2 b) si Propozitia 1.1 d) , se obtine
P(KIT, (S»)]) = 0.

Pentru a demonstra reciproca, fie S o optionala previzibila si (S,) un sir
care o anuntd pe S. Avem

{T=8<+00} ={0<S=T < +oo} C K[T,(S,)] ,

de unde
P{T =5 < +o0} =0,

deci T este total inaccesibild. Teorema este demonstrats.

Punctul b) al acestei teoreme sugereazi urmatoarea denumire pentru
mul{imie

K[T,(S,)] :

muliimea de accesibilitate a lui (S,) la T. Cu aceastd denumire T , strict
pozitiva a.s., este total inaccesibild, daca i numai daci multimea de accesi-
bilitatea la T" a oricarui sir crescitor este de probabilitate nuli.
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1.1. PREVIZIBILITATE, ACCESIBILITATE, TOTAL INACCESIBILITATE11

Propozitia 1.3 Dacd T si S sunt previzibile ( respectiv accesibile, respectiv
total inaccesibile), rezultd cd min(T, S) gi max(T, S) sunt previzibile(respectiv
accesibile, respectiv total inaccesibile).

Demonstratie In cazul optionalelor previzibile, fie (T},) si (Sy,) doua siruri
ce anuntd pe T g1 S, respectiv. Atunci min (1,,S,) si max(T,,S,) o anunti
pe min(T, S) g1 respectiv, pe max(T, S). Intr-adevar, in cazul lui min(T, S),
avem

{0 < min(T,8)}Cc{0<T}N{0<S}C
(WL < THN({S <S5} € min(Tr, Sp) < min(T, S)}
Sa presupunem acum ci T si S sunt total inaccesibile gi sd aratam ca
max(T, S) este total inaccesibili. Fie R o optionald previzibild. Avem

P({max(T,S) = R<+4oo})<
< P{T =R < +oc})+ P{S =R < +o0})

Ce1 doi termeni din membrul drept sunt nuli pentruca T gi S sunt total
inaccesibile.

Demonstratia se poate continua ugor pentru toate celelalte cazuri si o
lasam in seama cititorului.

Propozitia 1.4 Fie (1) un gir monoton de optionale gi T = lim,, T,.

a) Dacd girul este crescitor si optionalele lui sunt previzibile (respectiv
accesibile), rezultd ca T este previzibild (respectiv, accesibili)

b) Daci sirul este descrescitor g oplionalele lui sunt previzibile (respectiv
accesibile), §i dacd pentru aproape orice w existd un n astfel incit T(w) =
T, (w), rezultd ca T este previzibild (respectiv, accesibild).

Demonstratie a) Daci T, este previzibila gi (T, & )x anuntd pe T),, pentru
fiecare n € N girul (S,,),,unde

Sp =max{Ty, | k,1=1,2,...,n}

il anunta pe T. Lasam verificarea in seama cititorului.
Daca T, sunt accesibile, si considerim multimea de accesibilitate a lui

(T.) 1a T,

K[T,(T,)] = {T < +c0,T,, < T, pentru orice n € N}
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12 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Are loc incluziunea
[T] € Tyl Y (LJ[Tn])

iar in dreapta incluziunii de mai sus, se afli o multime numarabild de optionale
accesibile (prima este chiar previzibild : Propozitia 1.2 a})

b) Si presupunem optionalele sirului (71;,), previzibile si pentru fiecare
n € N,fie (T, k) un sir care il anunti pe T,,. Avem

(1) T =infT,, = infsup T, x
n n k

Putem presupune ci termenii sirutui (7T, ), satisfac inegalitatea
P{d(Tns,Ty) > 27%} < 27™*® pentru orice k € N,n € N

unde d este o metricd pe [0, +00] compatibild cu topologia de pe [0, +o0]
(spre exemplu d(z,y) = |arctgr — arctgy| ). Aceasta este posibil trecind
eventual la un subsir pe care il renotdm tot cu (7, x)x pentru fiecare n € N.
Cu aceasté ipotezi, in relatia (1) se pot permuta inf,, g1 sup,, . Intr-adevar,
fie
Sy =infT, 51 S =sup Sy = supinf T,

Sirul (S;)x este crescator, gi Sy < T pentru orice k, deci S < T. Avem

P({S <T}) = P({d(5,T) > 0}) = P(LkJ{d(S, T)>27"}) =

= lim P({d(S, T) > 271

Dar
P{d(S,T)>27%})) < P{d(S,T) > 27%}) <

P(U{d(Tn,k:T) > 2_k}) < P(U{d(Tn,k;Tn) > Q_k}) <

<ZP{dTnkT >27%}) < Zz("“‘)

Facind k£ — +o0, se obtine S = T, a.s., deci lim; Sy, = T,a.s. Daca T(w) >
0,din ipotezd exista n(w), astfel incit T(w) = Trgwy(w). Atund T,y k(w) <
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 13

T(w), pentru orice k € N. Deci Sy(w) < T'(w), pentru orice k. Sirul care il
anunti pe T poate fi ales Ry (w) = Sk(w), dacd T'(w) = S (w) st

Re(w) = max(T(w) %,0),

daca T'(w) # S (w).
Cazul optionalelor accesibile este trivial , devarece din ipoteza rezulta

(7] cUIT

iar optionalele 7;, sunt accesibile.

1.2 Evenimente strict anterioare unui timp
aleator

Definitia 1.7 Dacd T este un timp aleator sau optionald, definim
Fr-=0(FoU{AU{t<T} | AcF, te R}
§t o numim o—algebra evenimentelor strict anterioare lui T.
Observam ca in cazul T = ¢,

Fro=Fio=o(U F)

s<t

Evident, avem

Fr_ C Fr

unde, reamintim ca
Fr={AlA € Fo, AN{T <t} € F,t € R}

([L] definitia 2.13) si se numeste o— algebra evenimentelor anterioare lui 7.

Vom da mai jos proprietiti care completeazi pe cele din [9] propozitia

2.12 e).

Propozitia 1.5 Fie S gi T doi timpi de stopare. Avem
a) fsﬂ{S <T} CfT_,{S<T} € Fr_
b)FoN{oo =T} C Fp_
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14 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Demonstratie Dacia A € Fg, avem

An{S<T}= U An{S<rPn{r<T}

reEQ+

si incluziunea este imediata folosind [L], propozitia 2.12 si definitia tui Fr_.
A doua relatie de la a) se obtine din prima alegind ca multime in Fs spatiul
total.

Pentru b), observdm mai intfi ca

{oo=T}=ﬂ{n<T}€fT_

si apoi ca, pentruorice t € R, si A € F;
AN{oo=T}=(AN{t<THN{oo=T} € Fr_
Demonstratia se incheie, tinind cont de definitia lui F.

Propozitia 1.6 Fie S gi T doud optionale cu S <T. Atunci
a) Fs_ C Fr_
b) Daca, in plus, {0 <T < oo} C{S < T} a.s.,
rezultd Fg C Fp_.

Demonstratie Punctul @) rezultd din faptul ca generatorii lui Fg_ sunt
generator g1 pentru Fr_. Intr-adevar, fiet > 0si A € F;. Avem

Anft<S}=(Anft<SHn{t<T}

iar multimea dintre paranteze este in F;.
Pentru punctul ), si alegem A € Fg si sa-l reprezentam sub forma

A=(AN{T =0 U(AN{0 < T < 0})U (AN {T"=o0})
Daca se tine cont de ipoteze, va fi adevarata si reprezentarea
A=(AN{S=0HU(AN{S<THU(AN{T = oo})

In dreapta egalului, prima mult{ime este in Fo([9],propozitia 2.12 €)). Cele-
lalte doua sunt in Fr_ din propozitia precedenta.
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 15

Propozitia 1.7 Fie (T,,) un sir monoton de opfionale $i T = limy, o Tr.
a) Dacé (T,) este descrescétor, atunci Fr = (), Fr,,iar dacd {0 < T, <
oo} C {T < T,} a.s., pentru orice n, rezultd

fT = nan—

b) Dacéd (I,) este crescitor, atunci Fr— = o(J, Fr,-), tar daci {0 <
T < oo} C{T, < T} a.s., pentru orice n,rezultd Fr_ = o(|J, Fr.)

Demonstratie Prima egalitate de la a) s-a demonstrat in [9] propozitia
2.15, iar a doua rezultd din Propozitia 1.6 b) si din prima egalitate.

Pentru prima egalitate de la ), incluziunea ” O ” este Propozitia 1.6 a).
Pentru cealalta incluziune, se ia un A € F;, unde ¢ > 0 si se observa ca avem

AN{t<T}=UAN{t<T})

iar fiecare multime de sub reuniune este in generatorii lui 77, _. Ultima egal-
itate de la b) rezultd din Propozitia 1.6 b) si din prima egalitate.

S& observam ca fiind datd o optionala T, totdeauna existd un sir de-
screcator (T,) verificind ipotezele de la a) si anume girul T, = T + &, dar
proprietatile de la b) sunt verificate numai daci T este previzibil.

Ne reintoarcem la proprietatile claselor de timpi aleatori introdugi si
demonstram cum se comportd acestea la operatia de "restrictie” introdusa

in definitia 1.5.

Propozitia 1.8 a)Fie T o optionald total inaccesibild ( respectiv accesibila)
st A € Fr. Atunci T, este total inaccesibild (respectiv acccesibild).
b) Daca T este previzibila §i A € Fr_,Ta ramine previzibila.

Demonstratie a) Presupunem T accesibila, A € Frsi S total inaccesibila.
Avem

P{Ta=S<o0}) < P{{T =8 <o0})=0

deci T4 este accesibild (propozitiea 1.1 d)). Analog se demonstreazi propri-
etatea cind T este total inaccesibila.
b) S& presupunem acum T previzibili. Fie

G = {A € Fr|Tasi Tac sunt previzibile}
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16 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

(prin A° am notat complementara lui A). Mulimea G este o c—algebra. Intr-
adevir , din definitie se vede ci daci A € G , avem A° € G. Dacd A,B €
G,din

TAUB = min(TA,TB)§i T(AUB)C = max(TAc,TBc)
si din Proporzitia 1.3 rezulti ci G este stabil la reuniuni finite. Sa ludm acum
un sir ascendent (A,) de multimi din G. Avem

Tu.A, =Inf Ty,

unde (T4,) este un sir descrescitor de optionale previzibile, si pentru orice
w € 2, existd un numdr natural n,,, astfel incit

TUnAn (w) = TA'nw ((.U).
Aplicind Propozitia 1.4 rezultd ci T 4, este previzibild. Analog,

T(u,an)e = Th,as = supTag

iar (T4:) este un gir crescator de previzibile. Din Propozitia 1.4 rezulta ca
T(u,.A,) este previzibila.

Fie A € Fr_ . Vom arita cid A € G gi va rezulta ci T este previzibili.
Deoarece G este o—algebra , in baza Propozitiei 1.7 b), putem presupune
A € Fr,, unde (T,,) este un gir care il anunta pe T. Dacd S, = T, 4,avem

{0<Ty<o00} CAN{0<T < 00} € (V{S, < Ta)

de unde rezulta ci girul min{S,,n} il anuntd pe T,4. Analog se arats ci Tye
este previzibila.

Propozitia care urmeazi completeaza Propozitia 1.5

Propozitia 1.9 Presupunem cd S g T sunt oplionale cu S previzibili. Atunci
a) fs_ﬂ{SST} CfT_
b) (S<TYe Fr_ i {S=T} € Fr_

Demonstratie Fie A € Fs_ si fie (S,) un sir care il anunts pe S. Din
Propozitia 1.7 b) rezultd ci pot presupune A € Fs,. Avem

AN{S<T}=(AN{S=0})Uu N(AN{S, <T})
k>n
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 17

Prima mul{ime din dreapta egalului este in g, iar sub intersectie toate
multimile sunt in Fr_(Propozitia 1.5) Punctul b) rezulti din a), din egali-
tatea

{S=T}={S<THN\{S<T}
si din Propozitia 1.5
Propozitia 1.10 Daca timpul de stopare T’ este previzibil, avem

Fr_ = {A € Fr|T4 este previzibil }

Demonstratie Incluziune ”C ” este propozitia 1.8 b). Incluziunea in-
versa rezulta din egalitatea

A={T =TA\(A°N{T" = oc})
gl din propozitiile 1.9 b) gi 1.5 b).

Propozitia urmatoare caracterizeaza timpii aleatori previzibili printre cei
accesibili.
Propozitia 1.11 Fie S accesibil . S este previzibil dacd §i numai dacd
oricare ar fi'T previzibil , avem

{SST} € Fr_

Demonstratie Implicatia "numai daca” este propozitia 1.9 b). Pentru
a demonstra reciproca, sa considerdm un sir (S,) de previzibile care il in-
globeaza pe S :
(ST < UISx]
n

s1 sd consideram

T, := Snis<s,})-
Folosind ipoteza i apoi propozitia 1.8 b), rezultd ci T,, sunt previzibile. Pe
de altd parte, sirul (U,,) cu

U, = min T;
T i<i<n Y

este descrescator, este format din previzibile, si
U] 2 [S].

Se poate aplica propozitia 1.4 b) si rezulti ci S este previzibila.
Teorema urmatoare caracterizeazi filtratiile pentru care orice optionali
accesibili este previzibila.
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18 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Teorema 1.3 Urmidtoarele proprietdls sunt echivalente :
a) Orice optionald accesibild este previzibild
b) Oricare ar fi T previzibild , avem Fr = Fr_
c) Oricare ar fi girul crescitor de optionale (1), cu T = lim Ty, avem

Fr= o(y Fr,)

Demonstratie a) = b) Fie A € Fr. Avem
(1) A={Ta =T} \ (A°N{T = o0})

Optionala T4 este accesibild (propozitia 1.8 a)), deci previzibili si aplicind
acelagl rationament ca in propozitia 1.10 , se obtine A € Fr_.
b) = a) Fie S accesibili si T previzibils .

{SST}E]"T=.'FT_

deci , aplicind propozitia 1.11 rezultd S previzibila.
a)&b) = c) Fie A € Fr. Din propozitia 1.7 b) rezulta

Fr_ = O’(yan_) C O'(LnJJ:T,,)

deci folosind (1) este suficient si aritdm ci
{Ta =T} €o(UFz)

sau, analog, ca

{TA =T < OO} € G(Uan)
Fie U si V partea accesibild si respectiv, total inaccesibili a lui 7. Avem
{Ta=T <0} ={U=T<oc}U{V =T < o}

Din ipotezi si propozitia 1.9 b) rezultd ci prima multime este in Fr_. A
doua multime este in o (| J, Fr, ),decarece

P({limT, =V < 00,T, <V, pentru orice n}) =0
(teorema 1.2 b)) si

{(V=T<oo}=U{T, =V <}, Pa.s.
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1.2. EVENIMENTE STRICT ANTERIOARE UNUI TIMP ALEATOR 19
¢) = b) Fie T previzibila si (T,,) un sir care il anunta pe T. Avem, folosind
propozitia 1.7 b) si ipoteza
fT— = U(UJ:Tn) = fT

Definitia 1.8 Se spune ci filtratia (F:);5o nu are timpi de discontinuitate
sau este cuasicontinud la stinga dacd satisface oricare dintre conditiile a),
sau b),sau c), din teorema 1.5.

In final, si urmirim pe un exemplu (vezi si [3], pag 63) citeva dintre
rezultatele acestui paragraf .

Exemplul 1.2 Fie
Q= [0700)7 g= B([O’ oo)),

G = o({B € B([0,00))|B C [0,¢], sau B D (t,00)}),t € [0, 00)
Fie P o probabilitate pe G verificind
P({0}) = 0gi P((t,0)) > 0,
pentru orice t € [0,00). Fie F completatul lui G gi
Fi=0(GU{A € FIP(A) =0})
( F¢ este augmentatul lui G, in raport cu F,conform definitiei 2.12 [9]).

S& se verifice ca

1) (Gt)e>0 este o filtratie (crescitoare) continui la dreapta.

2) (Ft)i>0 este o filtratie verificind conditiile uzuale.

54 notdm cu S identitatea pe Q.

3) S& se arate ci o variabili aleatoare pozitiva T',definita pe Q este option-
ald, daci gi numai daci existd s € [0, 00], astfel incit

[0,s] C {T > S}si {T = s} D (s,00), P as.
Fie T o optionali si
A= {w|P({w}) > 0}

4) S& se arate ci T este previzibild daci si numai daci existd
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20 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

s € [0, 0], astfel incit
[0,8) C {T > S}si {T = s} D (s,00), P as.
5) Sé presupunem ci A si A° nu au misurd nula. Atunci S4 este partea
accesibild a lui S si Sy este partea total inaccesibila a lui S.

6) T este accesibild daci si numai daca

P({T =S4 <o0})=0
7) T este total inaccesibils daci si numai daca

P({T # Spc < 0}) =0

8) Dacid A este vida a.s. (P nu are atomi), orice timp aleator accesibil
este previzibil. In acest caz filtratia verificd pentru orice ¢,

Fi- = Fr,desi {t} € Gi,dar {t} ¢ Gr.

8) Daca P(A) = 1, P are cel putin doi atomi diferiti de 0. S este accesibild
dar nu este previzibili. Filtratia (F;):>0 are timpi de discontinuitate. Nu
existd timpi aleatori total inaccesibili (cu exceptia celui egal cu oo a.s.)

9) Dacd P este ca la 5), S4 nu este previzibila, filtratia are timpi de
discontinuitate.

1.3 Corpuri boreliene stocastice. Teoremele

de sectiune

Sa consideram un cimp de probabilitate filtrat (Q,F, P, F;,t € R,) in-
deplinind conditiile uzuale (vezi inceputul paragrafului anterior). In [9] s-au
introdus (pe 2 x R ) corpul borelian al multimilor masurabile , F @ B(R. ),
st corpul borelian Py al mul{imilor progresiv masurabile, definit prin
Po = {AJACOXR, AN(Qx[0,8]) €
€ F @ B([0,t]), pentruorice t € R, }

Daca S si T sunt optionale (relativ la cimpul filtrat fixat mai sus) cu
S < T, sd consideram intervalul stocastic

[5,T) = {(w,)|(w, 1) e A x R,, S(w) <t< T(w)}

Vom defini acum o—algebrele sau corpurile boreliene stocastice.
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1.3. CORPURI BORELIENE STOCASTICE. TEOREMELE DE SECTIUNE21

Definitia 1.9 Fie O(respectiv A, respectiv P) o— algebrele generate de

{[T, 00)|T optionald, (respectiv optionald

accestbild, respectiv optionald previzibild}

Ele se numesc o— algebra multimilor optionale (respectiv accesibile, respectiv
previzibile).

Au loc urmatoarele incluziuni :
FRBRL)DP,DODADP,
a doua fiind o consecintd a faptului cd procesul
1i7,00)
este adaptat gi continuu la dreapta ([9] , Propozitia 3.3).Celelalte incluziuni

sunt triviale. Dintre o— algebrele introduse mai sus, mai importante vor fi
O 51 P, rolul lui A fiind acela de a face mai ugoara trecerea intre cele doua.

Definitia 1.10 Un proces real F @ B(R., )(respectiv P,, respectiv O, respectiv.A
, respectiv P)— mdasurabil , se numegte masurabil (respectiv progresiv masura-
bil, respectiv optional, respectiv accesibil, respectiv previzibil).

Proporzitiile urmatoare sunt caracterizari ale o—algebrelor stocastice.

Propozitia 1.12 a)O(respectiv A, respectiv P) este c— algebra generatd de

{[S,T)|S, T optionale (respectiv optionale

accesibile, respectiv optionale previzibile)}.
b) O(respectiv A, respectiv P) este o— algebra generatd de

{[S,T]|S optionald (respectiv accesibild, respectiv previzibild),
T optionald}

¢) P este c—algebra generatd de {04|A € Fo} U{(S,T)|S,T optionale}
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22 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Demonstratie Punctul a) rezultd din egalitatea
[S,T) = [S,00) \ [T, 00)

Punctul b) rezulta din egalitatile

[5,7) = [S,T]\ [T 15,7 = (IS, T+ 7)

cu observatia cad T + % este optionals previzibila.

Pentru punctul c) observim mai intii ci 04(w) = 0,daci w € Agi 04(w) =
0o,daci w ¢ A, este optionald previzibils. Punctul c) rezultd din b) si din
egalitatile

(S,T]=1[0,T1\ [0, 5]

sl
[5,T] = [0gs—o] U (11(Sn, T1),

itn ultima egalitate S fiind previzibild, iar (S,) sirul care il anunti pe S.
Propozitia este demonstrata.

Propozitia 1.13 a) P este cea mici o— algebri faid de care procesele adap-
tate g1 continue la stinga sunt masurabile.

b) O este cea mai mici o— algebrd fatd de care procesele adaptate , con-
tinue la dreapta, cu limite finite la stinga sunt masurabile.

Demonstratie Demonstram intii ca
P = o{z"'(B)|B € B(R), = proces adaptat, continuu la stinga}

Incluziuned ”C ” rezultd din faptul ci 1(g7j,unde S si T sunt timpi
aleatori, este proces adaptat, continuu la stinga si din Propozitia 1.12 b).
Reciproc, daca z este proces adaptat si continuu la stinga si definim

(1) 2{7() = 2o() ey () + £ 72 (@)1es 20,0

acesta este un proces P— masurabil : intr-adevir, daci A € F ( respectiv,
Fo) atunci N
La(@)lie en)(t) = 1a), a8, (@)7)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3. CORPURI BORELIENE STOCASTICE. TEOREMELE DE SECTIUNE23

(respectiv,

La(w)l}(8) = Lpog(w;t))
este proces previzibil deoarece ((£) 4, (£t1) 4] (respespectiv, [04]) este interval
stocastic in P,pe baza propozitiei 1.12 b). Aceasti proprietate se extinde
prin rationamente standard pentru cazul in care in loc de A avem o functie
misurabild in raport cu Fx (respectiv, Fo). In acest fel , folosind faptul c3 z

este adaptat, £(™ este previzibil. Dar

(2) lim z"(w,t) = z(w,t), pentru orice w € Qgit € Ry
n—00

Deci z este previzibil.

b) Incluziunea ”C ” rezultd din faptul ca procesul 1is7) , unde S gi T
sunt optionale oarecari, este adaptat, continuu la dreapta ,cu limite finite la
stinga.

Pentru a demonstra incluziunea inversa, sa consideram un proces adaptat,
co(n)tinuu la dreapta si cu limmte finite la stinga, =, un € > 0 si s3 definim :
T =0,...,

T () = inf{t > TOW)] oe(w) = 200 ()] > €}
Mai intii s& aratam inductiv, ca functiile definite mai sus sunt timpi

aleatori : intr-adevar, Tée)este optionala g1 presupunind ca T4 este optionala
, T,Si)l este prima intrare in multimea progresiv masurabila

(T3 (), 00) O {(w, )] |22(w) — 270 ()] > €}

§i se aplica [9], teorema 3.6 b). Sirul de optionale (T,SE)) are urmatoarele
proprietati : a) este crescitor

b) daca T,s.s)(w) < 00, rezulta

TOw) < T ()

¢) daca T,Sr)l (w) < o0, din continuitatea la dreapta a traiectoriei ¢ — z;(w)

, rezultd
|I7ff+)](w) (w) — Tro(W)| > ¢
d) din existenta si finitudinea limitelor la stinga ale traiectoriei ¢ — zy(w)

y Tezultd c& sirul (T,Ee)(w)) nu are puncte de acumulare la distanta finita, deci

; (¢) -
lim T, (w) = oo.
n—00
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24 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Fiew € Qsit € [0,00). Definim
2 (W) = 200 (W), dack t € [[O(w), Ty (w)),
pentrun =0,1,2,....Avem
Iz(e)(w) —z3 (w)]| < €, deci hr%a:( )( ) =z (w) .

Procesul z!®) este optional, deci z este optional.
Demonstratia este terminata.

Propozitia 1.14 Fie

B = {(Ax{0)UUAx (std) | A€ Fo, A€ F,

8, by € R+, (Az X (Si, tz]) N (AJ X (Sj,tj]) = q), dacd
ij = 1,2,..m,i%j,n€N}

Atunci

a) C este algebrd

b) o(C) =

Demonstragie Punctul a) se verifica prin rationamente clasice de Teoria
Masurii g1 se lasa pe seama cititorulu.

S4 observi cd incluziunea ” C ” rezulta din punctul a) al propozitiel ante-
rioare, deoarece indicatorii multimilor din A sunt procese adaptate, continue
la stinga .

Incluziunea inversa rezultd din demonstratia aceluiasi punct, observind
ci procesul (™ introdus prin relatia (1) din propozitia 1.13 este o( C)—
masurabil. Intr-adevar, prin rationamente standard, pornind de la functii
indicator , se verifici faptul ci fiecare termen din membrul drept al relatiei
(1) este o C)— masurabil. Demonstratia incluziunii se termina datorita lui

(2).

Propozitia 1.15 Fie z previzibil (respectiv oplional ) $i T o optionald. Atunci
funclia z7l{pco0) este masurabild in raport cu Fr_( respectiv Fr)

Demonstratie Sa presupunem z = lsp) cu S i R previzibile. Atunci

Trlircooy(w) = lis<r<r} (w)
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iar {S < T} € Fr_ si {T < R} € Fr_(proprozitia 1.9 b)).Daci notdm
cu H multimea proceselor previzibile marginite care au proprnietate din enunt,
H este spatiu vectorial real care contine 1oy gr. 51 odatd cu orice gir crescator
de functii, contine si limita lui (in ipoteza c& este mirginit). Deasemenea,
M C H,unde

M = {15 r)| Ssi R previzibile }
iar produsul a dous functii din M , ramine tot in M : dacd U si V sunt
previzibile,

Lis.mlpy) = Lmax(s,), max(min(R,V),max(S,0))

gl din propozifia 1.3, rezulta ca functia din dreapta egalitatii este in M.
Aplicind o teorema de clasi monotond ([13], pag7), rezultd ci H contine
functiile mérginite mésurabile in raport cu o(M) = P. Trecerea la functii
nu neaparat marginite (procese previzibile oarecare), se face minimizind un
astfel de proces cu n si apoi facind pe n sa tind4 la oo.

Pentru cazul z optional, rationamentul se poate face analog. Acest al
doilea caz rezulta si ca o consecinta a faptului cd z este progresiv misurabil
§i atunci, Zrl{r<c) este Fr—masurabild ([7], propozitial 2.18).

Teoremele de sectiune vor fi corolarul urmatoarei leme, in care am notat
cu 7 proiectia de la 2 x R, la Q.

Lema 1.1 Fie T o multime de timpi aleatori care satisface urmdtoarele pro-
prietags :

0)0eT gicoeT

b)) SeT iT=Sas=TeT

¢)S,T €T = max(S,T),min(S,T) € T

d) STeT > S{S<T} eT

e) dact (S,) este un gir crescitor de optionale din T , rezultd cdlim S, €

Definim
J={UIST) |8 T:€T, pentrui=1,2,....n,n € N}
=1

Au loc urmétoarele proprietiti :
1) Daci J € Js ¢i Dy(w) = inf{t|(w,t) € J}, atunci D, € T i [D,] C J.
2) Pentru orice £ > 0 i orice A € 0(J), exists T € T astfel incit

[T] C Asi P(n(A)) < P({T < oc}) +¢
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Demonstratie Pentru fiecare w € ) cu proprietatea cd Dj(w) < oo, secti-
unea w prin J, adicid multimea J,,, este inchisd in topologia dreapta a lui R,
deci inf J, € J, sau Dj(w) € J,, de unde rezults ci [Dj] C J.

Pentru a demonstra prima parte a lui 1), sd observam ca D, este timp
aleator fiind prima intrare intr-o multime progresiv masurabild (teorema 3.6
b) din [L]) Daca J = [S, T), atunci DJ = S{S<T} §i rezulta ca D_] € T din
proprietatea d) . Dacd

J = UI5TY),

i=1
are loc egalitatea
Dj;= inf Sys.<t
J lgl n {S;<Ti}

si din proprietatea c) care afirma ci 7 este latice, rezultd D; € 7 . Daca
J € Js, sa presupunem J = N, J,,unde J, € J pentru orice n. Fie

S={S|SeT, S<Dy}

Multimea S are urmitoarele proprietati : este nevidd , deoarece 0 € S ,
este latice i daca (S,) este un sir crescitor de functii din S, rezults ca
lim S,, = sup S, € S (se folosesc g1 proprietatile analoage ale lui 7). Rezultd
ca '

T =esssupS €S

Din inegalitatea T' < D , rezultd J C [T, 00), relatie din care se vede ca
putem presupune ca

J =\ T, 00)).

Din aceasta egalitate, din T € 7 gi din faptul c& 7 este inchisi la intersectii
finite (de fapt J este algebra), rezultd ci se poate presupune J, C [T, 00)
(inlocuind J,, cu J, N [T, 00)), pentru fiecare n. Aceastd incluziune implica
T < Dy,. Se vede ugor ca D;, € S, deci avem si T > D, .Va rezulta
T = D,,,de unde [T] C J,, pentru fiecare n si [T'] C N,J, = J, deci T > D
gl in final

T =Dy, D;eTsi|Dy]cCJ

Sa demonstram acum 2). Fie A € o( J ) si € > 0. Multimea A €
F @ B(R,) si aplicind teorema de sectiune 3.7 [9], rezults ci existi Z : Q —
[0, 00], masurabild F, astfel incit

(Z] C Adi {Z < 00} = 7(A)
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Fie B € o( J ). Definim
AB) = P(r(BN[Z])

Functia )\ este o masurd pe o( J ), nuld inafara lui A si A(A) = P(w(A)).
Deoarece J este algebra, aplicind un rezultat cunoscut din Teoria Masuri,
existd un sir descrescator (J,), cu J, € J astfel incit

J = J, C Asi A(J) > MA) — ¢

Multimea J € Js gi dacd D este debutul lui J ,aplicind punctul 1) al
lemei Dy € 7 5i[Dy] C J.
FieT=Dy;. AvemT €T ,[T]C A, sl

P(n(A)) = MA) < MJ)+e<P(n(J))+e=P({T <oo}) +¢
Lema este demonstrata.

Teorema 1.4 (teoremele de sectiune) Fie A € O ( respectiv A , respectiv
P) gi e > 0. Eristd o oplionald (respectiv o optionald accesibild, respectiv o
optionald previzibila) T , astfel tncit

[T] c Agi P(n(A)) < P({T < 00}) +e¢

Demonstratie Se aplicd lema , alegind T = {T" | T optionald (respectiv
optionald accesibild respectiv optionali previzibili}si verificind ci in toate
cele trei cazuri, proprietitile a)—e) din lema sunt indeplinite. Verificarea se
face pe baza propozitiilor 1.3,1.8,1.9 si 1.4.

1.4 Aplicatii ale teoremelor de sectiune

Teoremele de sectiune din paragraful precedent au multe aplicatii in teoria
proceselor. Unele dintre cele mai importante sunt teoremele de proiectie.
Vom avea nevoie de citeva consecinte imediate ale teoremei 1.4.

Propozitia 1.16 Fie z un proces O(respectiv A , respectiv P)— misurabil.
Presupunem
-TTl{T<oo} > 0’
oricare ar fi timpul aleator T (respectiv timpul aletor accesibil , respectiv
previzibil). Atunci
zy(w) > 0
pentru orice (w,t), cu exceplia unei mulfimi evanescente (vezi definfia 1.5).
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Demonstratie Intr-adevar, presupunem prin absurd , ca
A= {(w,1) | zu(w) < 0}

are proiectia pe §) de probabilitate strict pozitivd. Atunci , din teoremele
de sectiune rezultd ci existd o optionald (respectiv o optionala accesibila,
respectiv o optionald previzibild) T, astfel incit

[T] € Asi 0 < P({T < o0})
Aceasta optionald are proprietatea ca
P{zrlircooy < 0}) = P{T < o0}) >0

g1 s-a ajuns la o contradictie.
Comentariu Concluzia acestei propozitii poate fi formulata gi sub forma’
:  este indistinguabil de un proces nenegativ ( vezi definitia 2.10 din [9]0

Corolarul 1.1 Fie z gy procese O (respectiv A, respectiv P)— misurabile
astfel incit
ZTl{T<o0} 2 YT1{T<00}>

oricare ar fi optionala (respectiv oplionala accesibild, respectiv optionala pre-
vizibild) T. Atunci

T2y,

cu exceplia uneir multimi evanescente.

Corolarul 1.2 Fie z siy procese O (respectiv A, respectiv P)—masurabile,
astfel incit

TT1{T<o0} = YT1{T<o0}

oricare ar fi optionala (respectiv optionala accesibild, respectiv optionala pre-
vizibild) T. Atunci

T=y
cu exceplia unei mul{imi evanescente (sau x gi y sunt indistinguabile).

Propozitia 1.17 Fie V : Q — [0,00] o functie mdsurabila. V este optionald
(respectiv optionald accesibild, respectiv previzibild), dacd g numai dacd

[V] € O ( respectiv A, respectiv P)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



14. APLICATII ALE TEOREMELOR DE SECTIUNE 29

Demonstratie Putem presupune P({V < oo}) > 0. Pentru fiecare n
nymar natural, existd o optionald (respectiv optionald accesibild, respectiv
previzibild) T, astfel incit

(1) IT.] € VIsi PV < o0}) < P({T, < 00}) + -
Din incluziunea de la (1), rezulti
(2) {Th < 00} € {V < 00} si Tu(w) < 00 = Tp(w) = V(w)

Putem presupune (7;,) descrescitor .

Intr-adevir, daci notim 7, = min(Ty, Ty, ..., T;,), observiim ci sirul (7},)
are aceleagi proprietdti (1) g1 (2) ca si sirul (7,,), in plus este descrescitor.
Apoi renotam T, cu Tj,.

Fie T =1limT,. T este optionald (respectiv optionald accesibild, respectiv
previzibils : am aplicat propozitia 1.4 b)). Facind n — oo in (1), se obtine

U] =T} c V] ¢t P{V < 0o}) < P{T < o0}) ;

din incluziune se vede ci , dacd T'(w) < 00 = T(w) = V(w), egalitate care
da
{T<ox}={V<oo}={T=V}as,
deci
V=Tas.
Din propozitia 1.1 a), rezultd ci V este optionali ( respectiv accesibili, re-

spectiv previzibild). Propozitia este demonstrata.

Corolarul 1.3 Dacid z = (2:)icr, este un proces adaptat, continuu la dreapta
cu limite finite la stinga, existd un gir de optionale cu grafice disjuncte care
suportd discontinuitdiile lui . Fiecare dintre aceste optionale poate fi presu-
pusd fie total inaccesibild, fie previzibild.

Demonstratie Se stie ([9], propoziiia 3.4) ci existd un sir de optionale
(T,) care suporta discontinuitétile lui z, adica :

{(w, t)]|ze(w) # Te-(w)} C LnJ[Tn]-
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30 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

Definim Sy, S, ..., S, ..variabilele aleatoare aleatoare cu graficele

(1] = (T3], [Sa] = [To] \ [Ty [Sa] = [To] \ y[’r]

Din propozitia 1.16 rezulti ci (S,) este un sir de optionale, din constructie
se vede ci graficele lor sunt disjuncte. Aplicind teorema 1.1 (de partitie),
existi un sir (S),) de optionale accesibile cu grafice disjuncte si un sir (Sy)
de optionale total inaccesibile cu grafice disjuncte, astfel incit

{(w, )lze(w) # ze-(@)} < UIS] UUISH

Din definitia optionalei accesibile rezulta ci pentru fiecare n , exista un gir
de previzibile ( S}, )x>1,astfel incit graficul lui S, si fie acuperit de graficele

acestui gir. Deci
[Sn] € lkJ[SLk],
cu exceptia unei multimi evanescente si

{(w,)|zi(w) # - (W)} C LT;JL’_CJ[ il U UL,

cu exceptia unei multimi evanescente.

Graficele optionalelor previzibile pot fi facute disjuncte exact ca mai sus
st aplicind din nou propozitia 1.16 (afirmatia referitoare la cazul cind graficul
este in P) si renotind sirurile de optionale, propozitia este demonstrata.

Doua procese diferd pe o mul{ime evanescentd daca si numai dacd sunt
indistinguabile, adica traiectoriile lor coincid a.s.(vezi definitia 2.10 [9]). Re-
latia de indistinguabilitate este de echivalenta si in continuare vom identifica
procesele indistinguabile, 1ar unicitatea unui proces va trebui inteleasi pina
la relatia de indistinguabilitate.

Teorema 1.5 (teoremele de proiectie) Fie X un proces masurabil gi marginit.
Erzistd un proces optional ( respectiv accesibil, respectiv previzibil ) unic, °X
( respectiv ®X, respectiv PX), astfel incit oricare ar fi optionala (respectiv
optionala accesibild, respectiv optionala previzibila ) T, si avem

E(XTl{T<°°}|fT) = (OX)T].{T<°°} a.s.
(respectivE(XTl(r<oo}|Fr) = (*X)7l{T<c0} @-5.,
respectiv E(Xrl(rcoo}|Fr-) = (PX)rlir<co} a.5.)
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Procesul °X ( respectiv X, respectiv ? X) se va numi proiectia optionald
(respectiv accesibili, respectiv previzibild ) a lui X.

Demonstratie Unicitatea rezulta din corolarul 1.2.

Sa demonstram exastenta. Fie

°X( respectiv X, respectiv PX’)
= {X|X proces masurabil, marginit, pentru care

existd ° X (respectiv®X, respectivP X }

Enumeram mai jos proprietafile acestor multimi. Pentru acele dintre ele
care se demonstreaza la fel in cele trei cazuri vom folosi notatiile *X si X,
cui € {o,a,p}.

1) *X este nevida , pentruca daci X este un proces constant, *X = X.

2) X este spatiu liniar gi

aX + BY) = a(’X) + B(*X),

oricare ar fi X,Y € *X si constantele reale o si .

3)DacE X € ‘X 5i X >0=X >0.

4) Daca (X™) C *X este un sir crescitor si lim,, X = X este mirginit,
atunci X € *X g *X = lim,, ¥(X®) .

5) Dacd X €* X i Z este proces O ( respectiv A , respectiv P)— masura-
bil §i marginit, atunci ZX €* X si {(ZX) = Z (*X). In particular *Z = Z.

6) Dacd A € F , atunci X = 1axr, € “X gi dacd m = (my)scr, este
un martingal continuu la dreapta cu limite finite la stinga, verificind m; =
E(14|7) as., si m™ = (my_)ser, , atunci

°X=m ,?X =mTiar °X = ml; + m laxr,\s
unde, daci (T,,) este un sir de optionale cu grafice disjuncte (vezi corolarul

1.3) care suports discontinuititile lui m g S, este partea accesibild a lui
T, (vezi definitia 1.6), am notat

s:= EJ[Sn]

. 7)Daca A€ Fsite Ry, atunci X = 1axjoy € *X . Daci notam cu 0
$t T optionalele identic egale cu 0 si t, respectiv, avem

°X = mllo’T] ; PX = ’ITL_].[O'T] iar ?X = (mls + m_lgxm\ s)l[g’T]
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32 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

8)
°X ( respectiv X, respectiv ?X) = {X | X proces misurabil marginit}

Proprietatea 1) este triviald, iar 2) —4) rezultd din proprietitile analoage
ale valorilor medii conditionate, din unicitatea demonstrata la inceput g1 din
corolarul 1.1.

Pentru a demonstra 5) in cazul ¢ = o, si consideram o optionald T. Din
propozitia 1.14, avem cd Z71{r<c0} este Fr— masurabila, deci

E(Z7 X1l ir<oo}| Fr) = Z7lir<coo} E(XT1{1<00}| FT) = Zr(°X )71i{T<00}

Cazul i = a este identic, cu mentiunea ca T este accesibli. Pentru i = p,
folosim tot;, propozitia 1.14 (prima parte).

S3 demonstrdm 6). Pentru cazul i = 0 se observa c3 din propozitia 1.13
b) rezulti ci m este optional. Dacd T este o optionald

E(Laxr, Lir<oo}) Fr) = Lz<oo} E(141FT) = Lircosymr

unde am aplicat teorema de optionalizare (corolarul 2.18 din [L]). In cazul
i = p,dacd T este previzibild si (T},) il anunts, din propozitia 1.7 b) avem
Fr- = 0(UpFr,). Din teorema martingalelor ascendente (corolarul 2.11 [L])
avem

E(laxr, Lir<oo}|Fr-) = Lrcoo}B(14|FT) = LiT<oo} nl'_l{ToloE(lAlan) =

ngc}o Virco}mr, = Lir<coyMr— = l{Tcoo}Mpa.s.

Pentru cazul ¢ = a, observidm mai intii ca multimea s € A. Apoi avem

mls = Z mSn]‘[Sn]
n

deoarece graficele optionalelor (S,) sunt disjuncte. Mai departe mg, 1s,) este
proces accesibil : prin rationamente standard, este suficient si demonstram
acest lucru pentru 14 1is,},in care A € Fg, . Intr-adevar, in acest caz avem

1alis,) = s, ),

unde Sp4 este restrictia lui S, la A. Din propozitia 1.8 , rezultd ci S,a
este tot accesibila , deci [S,4] € A. Daci notim cu m’ membrul drept din
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14. APLICATII ALE TEOREMELOR DE SECTIUNE 33

definitia lui X ,am demonstrat ci m’ este proces accesibil. Pentru a termina
demonstratia lui 6) in acest caz, fie T o optionald accesibild. Deoarece m
diferd de 7’ numai pe graficele partilor total inaccesibile, R,,, ale optionalelor
T,, avem

{mrlir<ocr} # Mrlir<cs}} C LnJ{T = R, < oo}

deci, aplicind propozitia 1.1 d), se obtine
Rezulta

E(1axr, 1{T<oo}l Fr) = LiT<oo}r = LiT<cco} M, G.5.

Proprietatea 7) rezultd din 6) si din observatia ci intervalul stocastic
[0,T] este multime previzibild (deci accesibild i optionald).

Proprietatea 8) rezults din 2), 4) 5i 7) prin rationamente standard.

Teorema este demonstrata.

Exercitiu

Daci X este proces masurabil marginit, °X (respectiv X respectiv P X)
este caracterizat de urmitoarea proprietate : este proces optional ( respectiv
accesibil, respectiv previzibil ) si

/ (°X)rdP = / XrdP

oricare ar fi optionala (respectiv optionala accesibild, respectiv optionala pre-
vizibild) T

Definitia 1.11 Dacd X este proces F @ B(R.)—madsurabil si marginit definim
°(X) = °X ( respectiv n*(X) = °X, respectiv 7°(X) = PX)
§i 0 numim proiecfia optionald (respectiv accesibild , respectiv previzibild)

Corolarul 1.4 Aplicatia n'(i = 0,a,p) are urmitoarele proprietdti:
1) este liniara
2) este pozitivd
3) dacd (X™) este un gir crescitor de procese masurabile mirginite, cu
limita mérginitd, atuncs
lim 7%(X™) = 7*(lim X™)
n—00 n—oo
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34 CAPITOLUL 1. TEOREME DE SECTIUNE

4) Are loc egalitatea
1(ZX) = Zn*(X),
oricare ar fi Z si X mdasurabile marginite, cu Z op{ional dacd i = o,accesibil
dacd i = a gt previzibil, dacd i = p.
5) Daci
Xs(w) = g(w)l[o,t](s)’

unde t > 0 st g este o0 v.a. marginitd, atunct
(°z)o(w) = mg(w) Loy (5)§E (7P2)s(w) = ms- (W) Lo(5)

gt, unde m este un proces comtinuu la dreapta cu limite finite la stinga veri-
ficind ms = E(g|Fs) a.s., pentru orice s > 0.

Demonstratie Primele patru puncte sunt continute in demonstratia teo-
remei 1.5.Demonstratia lui 5) se face prin rationamente standard,folosind
1)—4) si faptul ca din aceeasi teoremi rezulta cd 5) este adevirata pentru g
functie indicator a unei multimi din F.
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Capitolul 2

Procese cu variatie marginita

2.1 Descompunerile Jordan si Lebesgue

Se va presupune cid ( Q,F, P, F;,t € [0,00)) este un cimp de probabilitate
filtrat cu o filtratie verificind conditile uzuale. In acest capitol vom considera
doar procese continue la dreapta cu limite finite la stinga (cadlag, in [10, 11,
12], sau RCLL in [5,7,13]). Daci X este un astfel de proces, vom nota cu
AX procesul salturilor lui X,adici

AXt((JJ) = Xt((d) - Xt_(W),t € R_|_,(JJ € Q.

Ca deobicei, vom identifica procesele indistinguabile. In ipoteza ci X si
Y sunt cadlag, este suficient ca X; = Y;, pentru orice t a.s., pentru ca si
avem X =Y.

Urmatorele exercitii de functii reale de variabild reald sunt indispensabile
pentru studiul proceselor cu variatie marginita.

Exercitiu

Fie functia f : T — R. Presupunem ci T este un interval al axei reale.
De cele mai multe ori T = R,..

Fie [a, b] un interval inclus in T si

d={(Z:)ic0,,. .nla =12, <T1 < ... < T, = b}

o diviziune a lui [a, b]. Notim

Va(f) = g 1 (@ern) — £(2)
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36 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

Variatia lui f de la @ la b se definegte prin
V() := sup{Va(f) | d diviziune a lui [a,b]}

Au loc urmatoarele propretati :
1)0 < V2(f) < 00,V?(f) =0 & f constant pe [a,b],sau a = b.
Volf +9) <V3(f) + V/(g),unde g : T — R.

2)
3)VA(f) < Vb( f),daci [¢,d] C [a,b]
D) = Vi(f) +V2(f), dacda<c<b
[ b?) |f(b) - (G)| < V2(F), IF(b) — f(a)l = V2(f) © f este monotond pe

Definitia 2.1 Spunem ci f este cu variatie mirginitd pe [a,b] dacd V2(f) <
00,8t spunem cd [ este cu variafie finitd dacd oricare ar fi [a,b] C T, f este
cu variatie marginitd pe [a, b].

6) Functiile cu variatie marginitd pe [a,b] (respectiv, cu variatie finits),
formeaza spatiu vectorial.

In continuare vom presupune T' = [a,b], sau T' = [a,00)( in particular

=[0,00)) si f cu variatie finitd .

Functia z — VI f : T — R, se numeste variatia lui f ( valoarea acestei
functii in z este variatia de la a la z a lui f)

Variatia lul f are urmétoarele proprietati :

7) este crescitoare

8) este continua la dreapta (respectiv, la stinga) in orice punct in care f
este continui la dreapta (respectiv, la stinga)

) V05 —Vaf = | f(a+0) — f(z), VEf — VE-F = |f(z) - f(z —O)

10) Definim

Nz) = Yel)+1/(@)l+/f()

2
P(z) = Vel +1f 2(a) | — f(2)

a) Functiile N gi P sunt nenegative, crescitoare, n-au salturi in comun :
N preia salturile (la stinga sau la dreapta) pozitive ale lui f, P preia salturile
negative ale lui f(cu semn schimbat ), iar N (a) = f*(a) si P(a) = f~(a).
b) Au loc egalitatile

f=N-P Vof +{f(a)j=N+P
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2.1. DESCOMPUNERILE JORDAN SI LEBESGUE 37

Presupunem ¢ fixat §i introducem urmatoarea notatie

[fl(z) = V5 f +1f(a)l

§i o numim variafia de la a — 0 la z a lui f (aceastd denumire se justifica
presupunind f(z) = 0, pentru ¢ < a). Desi notatia variatiei lui f prin |f],
poate fi confundata cu functia modul aplicatd i f, pe ultima o vom folosi
doar aplicatd unui punct, deci sub forma |f(z)|,iar |f|(z) inseamna variatia
lui f calculatd in z (cind este pericol de confuzie vom face preciziri).

Proprietdtile 7) — 9) ale lui V, f sunt valabile si pentru |f|.

Cu aceasta notatie, egalitdtile de la b) se numesc descompunerea Jordan
alui f. Functiile NV si P sunt nenegative, crescitoare, i sunt unicele functii
de acest tip care satisfac

f=N-P

gl
lfl[=N+P

c) Dacd f = Ny — P, este altd reprezentare a lui f ca diferenta doud
functii crescatoare, cu Ni(a) = f*(a) g1 Pi(a) = f~(a), atunci N < N; si
P < P,.Aceasta proprietate este alt mod de caracterizare a descompunerii
Jordan.

Continuam cu alte proprietati ale lui f.

11) Are discontinuitati doar de prima specie (are limite laterale finite in
fiecare punct)

12) Salturile lui f , care in modul sunt mai mari ca £ > 0, nu au puncte
de acumulare la distanta finita.

13) Functia f are o multime de discontinuititi cel mult numarabils.

14) La acest punct vom construi un exemplu de functie cu variatie finita
peT.

Fie () un sir de puncte in T si (u,) un sir de numere reale cu

% fun] < 0.

Fie
s(zy= Y. un
{n|zn<z}
Fanctia s : T — R are urmitoarele proprietiti:
a) Este continui la dreapta, continui in orice z # z,, are discontinuit&iti
de prima specie si s(x,)— s(z, — 0) = u,,pentru orice n.
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38 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

b) Are loc egalitatea
s(z)= 5. As(u)

{ula<u<z}
c) Functia s are variatie finitd si

slz) = 3 lua|= > [As(u)]

{n|zn <z} {ulagugz}

15) Fie f : T — R o functie cu variatie finitd continui la dreapta gi
fie (z,) un gir de puncte din T in care f are discontinuitdti. Notdm u, =
f(z,) — f(zn — 0). Presupunem ci daca f(a) # 0,z = a, iar ug = f(a).
Definim

3(_'1;) = E 'u,n§i 90(_'1;) = f(:I:) — .S‘(:L‘), pentru oricez €T.
{n|z.<z}

Functia ¢ este continud, cu variatie finita, si

f=¢+sundes(z)= > |Af(u)

{ula<usa}

se numeste descompunerea Lebesgue a lut f.

16) Presupunem ci functia f este nenegativa si crescitoare. Sa se arate
cd o este cea mai mare functie continud, nula in @, care minoreaza pe f.

17) Fie f o functie cu variatie finita pe [a, c0) si

f(z) = p(z) + s(z), = € [a,00)

descompunerea ei Lebesgues. Atunci

|f1(z) = lel(2) + |s|(z), z € [a, 00)

este descompunerea Lebesgue a lui |f] .

18) Fie f o functie cu variatie finitd, continus la dreapta definiti pe R,
§l py masura Lebesgue Stieltjes asociata el ( unica masurd pe B(R,) care
verificd 114([0,t]) = f(t)). S& se arate ci, daci

f=N-P
este descompunerea Jordan a lui f, atunci

Hf=HN — HEp
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este descompunerea Jordan a lui p;, dect
pn +pp = |pgl,
gl
gl = pyg ‘
adic variatia lui u; este masura Stieltjes asociata lui |f|.
Cu aceasta, incheiem lista de proprietati de ale functiilor cu variatie finita
necesare pentru studiul proceselor cu variatie finita.

Daci A = (A¢)ier, este un proces cu traiectorii continue la dreapta si cu
variatie fimtad , dacat € R, si

¢ )|
£ = grbunde i =0,1,._, r({tM)i =0,.., 2"}

este partitia diadica a intervalului [0, t]), definim
9n_1

(1) |Al(w) = |Ao(w)| +sup > |Am — Am
n i=0 41 1

Datorita continuitdtii la dreapta a traiectoriei w a lui A, se verifica faptul
ci supremurnul din membrul drept este chiar variatia acestei traiectorii de la
00 la ¢, fapt care justificd folosirea aceleiagi notatii ca in exercitiul de mai
sus.

Procesul |A| = (|A|;) este crescator, continuu la dreapta, cu

(2) 14l = |Al- = A = A, |

Daca A este adaptat, din (1) se vede ci |A| este adaptat. Functia |A|,, =
limy_,o |A|; se numeste variatia totald a lui A. Se observa ca

(3) |Aloo = |Ao| +sup Y |At(_:)1 — Aml, M =42 §=0,1,2,..
n i:O 1 T

Definitia 2.2 Dacd
/ |AJaodP < 00

vom spune cd A are varialie integrabild.

Daca A are variatie integrabild, aproape toate traiectoriile lui au variatie
finits si datoritd conventiei de identificare a proceselor indistinguabile, se
poate presupune ca toate traiectoriile au variatie finita.
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Definitia 2.3 Procesele adaptate, continue la dreapta, cu variafie finitd (
respectiv integrabild ) se vor numi procese VF (respectiv, procese VI). Daci
A este proces VI, vom nota

Al = [ 141
st
Vr = {A|A proces VI} si V = {A|A proces VF}

Multimea proceselor V I (respectiv, V F') formeaza spatiu vectorial si functia
A — ||Ally : Vr — R, este o norma.
Fie A € V i fie

1 1
B; = §(|A|t + A;), Gy = §(|A|t — Ay)

Procesele B = (B;) st C = (C;) sunt nenegative, crescatoare si avem
(4) At = Bt - Ct§i |A|t = Bt + Ct'

Relatiile (4) se vor numi descompunerea Jordan a lui A. Pentru fiecare w
fixat, descompunerea (4) este descompunerea Jordan a traiectoriei w a lui
A ( vezi exercitiu pag 35 ). Dacid A este VI , atunci B, = lim; ., B; si
Coo = lim;_,o, C; sunt integrabile, deci B gi C sunt VI .

Fie A un proces VF g1 € > 0. Pentru w € Q, sa definim

T(w) = inf{t | |A(w) — As_(w)| > €}
Functia T este optionala, 1ar procesul
(w,t) = AAT(W)Lir00)(w, 1) = AAT(W)Liz<s(w)
este adaptat. Consideram acum procesul
Ay~ AArliren

El este diferenta a doud procese VF', deci este VF. [i aplicim aceeasi
operatie ca mai sus, s.a.m.d. In acest mod elimindm din A toate salturile
> ¢. Facem apoi ¢ = &, — 0. Construim in acest mod un sir (7;,) de optionale
cu grafice disjuncte, astfel incit procesul V F’

Af = At - ZAATn]‘{TnSt}

T
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rimine continuu. Am obtinut urmatoarea reprezentare pentru A :

(5) As = 4 + Af, unde A7 = S AAr Lz <n = 3 AA,

u<t
Reprezentarea (5) se numeste descompunerea Lebesgue a lui A. Pentru fiecare
w fixat, (5) di descompunerea Lebesgue a traiectoriei w a lui A (vezi exercitiul
de la pag. 35 ) . A° se numeste componenta continui a lui A, iar A? se
numegte componenta pur discontinui (variazi doar prin salturi) a lui A
Din exercitiul de la pagina 35, rezulta ca

6) 1Al = 1A% + YA AL [Lgcy = |4 + ) |AAL|
n u<t

iar |A°| = |A|° 51 |A%| = |A|%, adicd (6) este descompunerea Lebesgue a lui
|A].

Propozitia 2.1 Dacid A este proces VE ( respectiv,V1) gi este previzibil,
atunci |A| gi componentele lui A din descompunerea Jordan sunt previzibile.

Demonstratie Fie e > 0 g1
M = {(w,t) | |4(w) = As-(w) | 2 €}

Aceasta multime este previzibila. Daci T este prima intrare in M, atunci
T c Msi[T] = M\ (T,oc), de unde rezulti ci [T] este previzibils, ca
diferentd intre doud multimi previzibile. Deci T este optionald previzibila (
propozitia 1.16). Deoarece A este previzibil, AAr este Fr_— madsurabild (
propozitia 1.14 ), prin rationamente standard se verifica faptul ci

|AAT|1T,00)

este previzibil. In descompunerea Lebesgue de la (6) , toate procesele din
membrul drept sunt previzibile. Rezultd ca |A| este previzibil. Mai departe,
componentele din descompunerea Jordan a lui A de la (4) sunt previzibile si
demonstratia este incheiata.

2.2 Dezintegrarea masurilor

Din nou ( Q, F, P, F;,t € R,) este un cimp de probabilitate filtrat verificind

conditiile uzuale (vezi inceputul cap.1).
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42 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

Fie A un proces continuu la dreapta cu variatie integrabila (definitia 2.2).
Daci X este un proces misurabil marginit, definim

PA(X) = / ( / X, (w)dAs(w))dP(w)

In integrala din interior integrandul este sectiunea w a lui X, lar masura
integratoare este masura Stieltjes generata de traiectoria

t — Ai(w): [0,00) = R

a lui A, presupunind Ay = 0. Aceastd misura este o masurd vectoriala (cu
valori in R, sau misura cu semn). Prin rationamente standard se arati ca
integrala din interior este o functie masurabila , marginita de

sup | X (w)[|Aloo
care este P—integrabilda. Deci PA se poate considera o masurad vectoriald
definitd pe c— algebra multimilor masurabile 7 ® B(R ), nuld pe multimile
evanescente ( definitia 1.3).

Teorema urmatoare arata ca masurile nule pe mul{imile evanescente sunt
doar de acest tip. Dar mai intii d&m urmatoarea propozitie :

Propozitia 2.2 Fie A st B procese continue la dreapta cu variafie integra-
bila. Atunci

PA=PBs A=B
Demonstragie Numai” = ” este netriviala. Fie

X = 1poy

undet € R, s1 F' € F. Avem

/F AdP = / ( / Lrxpoy(w, s)dAs(w))dP(w) =

= PAF x[0,4) = PB(F x [0.1]) = / B,dP

Rezulta A; = By, a.s , oricare ar fi t si folosind continuitatea la dreapta a
traiectoriilor lui A si B, rezultd A = B (pin4 la relatia de indistinguabilitate)
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99 DEZINTEGRAREA MASURILOR 43

Teorema 2.1 Fiep: F @ B(R;) — R o masurd (cu semn) nuld pe multim-
ile evanescente. Atunci existl un unic proces A, continuu la dreapta cu vari-
afie integrabild , astfel incit p = PA. Daci |u| este variafia lui p, atunci

| = P|A

Demonstratie Unicitatea este propozitia anterioara.
Pentru a demonstra existenta, vom presupune mai intii ¢ > 0.Pentru

t> 0 fixat si F € F, fie

pe(F) == p(F < [0,]).

Functia p, este masurd absolut continud de P,pentrucd p se anuleazd pe
evanescente. Fie ®; o versiune a derivatel Radon-Nicodym a lui g, in raport
cu P. Are loc relatia

u(F x [0,t])=/F<I>th

pentru orice F' € F. Din monotonia lui i ca functie de mulime, rezulta ca
t<s= & <P, as. Fie

Ai(w) = inf{P,(w) | r > ¢,r rational}

5& demonstram cd A; = ®;,a.s. Din inegalitatea &, > ®; a.s.,pentru orice
r>t, rezulta A, > ®;,a.s. Pe de altd parte, daci (r,,) este un sir de rationale
care descregte la ¢, avem A; = lim,, o, ®,,, a.s., 51 din teorema convergentei
dominate si a proprietatilor lui x4 se obtine

/Ath = lim [ &, dP = lim u(Q x [0,7,])

n—00

— WO x[0.4]) = / B,dP,

deci A, = &, a.s.

Procesul A = (A;) este crescitor, nenegativ, continuu la dreapta, si avem
u(F x [0,4]) = / BydP = / ( / rondAs)d = PA(F x [0,4))
F
pentru orice ¢ > 0 i F' € F. Rezulta

/AoodP = tlim /Ath = tlim p(Q % [0,¢t]) = (2 x [0, 00)) < oo,
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44 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

adica A, este integrabila si u = PA, deorece coincid pe o multime de gen-
eratori ai lui F ® B(R., ) stabild la intersectii finite, care contine pe Q) x R;.

S& presupunem ci p este cu semn gi ca p = pu+ — p~ este descompunerea
Jordan a hui . Misurile put i 4~ se anuleaza pe multimile evanescente (din
proprietdiile descompunerii Jordan, sau din faptul c& |u| = p* + ¢~ se mai
poate caracteriza astfel : daca M € F ® B(R,)

(1) ul(h1) = sup{$ ()] M = UM M, e FOBR,)

MAM; = ®,i#j,i,j=12.nn=12.}

Fie B g1 C procesele construite in prima parte a demonstratiei care au
proprietatea cd ut = PB gi p~ = PC. Fie A = B — C. Procesul A este
continuu la dreapta, |A| < |B|+|C| = B+C, i |A|co < Boo+Coo, Deci tinind
seama de prima parte a demonstratiei, A are variatia integrabild. Avem

p=pt—pu =PB—PC=PB-C)=PA

1
; lu| =p* +p~ =PB+ PC=P(B+0C)
iar
P|A] < |u|
Pe de alta parte

/ / lMdAdP‘ < / | / 1w dA|dP < / / 1wd|A|dP = P|A|(M)

si din (1) rezultd |u|(M) < P|A|(M), pentru orice M € F ® B(R,),deci
PlA| = |u| = |PA|

|PA(M)| =

Teorema este demonstrata.

In continuare vom raspunde la urmitoarea intrebare: cind procesul A
din teorema de mai sus, are proprietati suplimentare de masurabilitate, mai
precis , este optional sau chiar previzibil.

Teorema 2.2 Fie A un proces continuu la dreapta, cu variatie integrabild.
Atunci A este optional, dacd si numai daci

PA=PAon°,

unde m° este proiectia opfionald.
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29 DEZINTEGRAREA MASURILOR 45

Demonstratie Proiectia optionala are proprietati care fac membrul drept
misurd pe o— algebra multimilor masurabile (corolarul 1.4).

Si demonstram implicatia” numai daca”.Va fi suficient sd aratam ci cele
doua masuri coincid pe prucese de forma T = 1pxjoy unde F' € F it > 0. Se
stie (teorema 1.5) cd m°r = mlgy(oy unde m = (m,) este mrtingalul cadlag
ce verifica pentru orice s > 0, m, = E(15|F;) a.s. Avem

PA(n°z) = //ms(w)lnx[o,t](w, 8)dAs(w)dP(w) =

/ my(w)dAs(w)dP(w) = / o AodP + / medAsdP
[0,] (0,]

Pe de alta parte, daca

.t
=7

£ -

pentru : =0,1,...,n, avem
n—1

n—1
+/FA0dP = Z/E(IF(Atﬁi)l _Atf"))lftgi)l)dp-'_

n—1
+/E(1FA0|.7:0)dP = Z/ t(n) - t(n) (1F|ft(i)l)dp+

41

n—1
= Z M (n) dAsdP + | AgmodP
) e,

+/A0E(1F|.7:o)dp = Z/ S — t(n) t(n) dP-I-/AoTnodP—

Avem
PA(m°z — ) = /Hn(w, s)dAsdP{w)

unde
n—1
Hn 3 - 38 - n n n
(,8) = D (ma(w) = My (@)L 0 o1, (5)

=0
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46 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

Din continuitatea la dreapta a traiectoriilor lui m, rezulta

lim H,(w,s) =0, pentru orice wsi ¢

n—oo

si convergenta este dominati. Implicatia este demonstrata aplicind de dous
ori terema convergentei dominate.

Implicatia inversi se bazeazd pe urmitoarea lema cu caracter general.

Lema 2.1 Daci f este o v.a. integrabild pe (0, F, P) §iG o sub—o— algebrd
a lui F, atunci f este G— masurabild dacd §i numai dacd

/fgdP =0, oricare ar fi g, v.a.mdrginitd, cu F(g|G) =0

Demonstratie Numai implicatia”daca” este netriviala. Intr-adevar, daca
B € F avem

/B(f—E(f G))dP = /1deP—/lBE(f|g)dP:
[18sap -~ [ Bsi0) 5P = [(1n - BslG) saP =0

deoarece, g := 15 — E(15|G) este mirginita si E(g|G) = 0. Multimea B este
arbitard in F, deci f — E(f |G) = 0,a.s.
Vom reveni acum la demonstratia implicatiel ”< ” din teorema.
Deoarece A este continuu la dreapta si are limite finite la stinga fiindca
este proces cu variatie finita, va fi suficient si demonstram ci este adaptat
(propozitia 1.13 b)). Aplicim lema de mai sus. Fie g o v.a. marginita cu

E(g|F:) = 0. Avem

/gAth = //gllo’t]dAsdP=PA(g].[o,t]) =
= PA(r°(glioy) = PA(mlaxpy)

unde m, = FE(g|F;) a.s. Dar pentru s < t.avem
ms = E(my|Fs) = E(E(gl}—t)lf;) =0,

datorita ipotezel impuse lui g.
Teorema este demonstrata.
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Teorema 2.3 Fie A un proces continuu la dreapta cu variafie integrabila.
Sunt echivalente urmdtoarele proprietdf :

1) A este previzibil

2) PA = PAon?, unde 7P este proiecfia previzibild.

3) A are urmatoarele proprietdfs :

a) Ar este Fr_— mdasurabild, oricare ar fi optionala T' previzibila.

b) dacd T este total inaccesibild,

P({Ar# A7r-}) =0

Demonstragie 2) = 3) Fie T o optionala previzibild. Pentru a demonstra
ca Ar este Fr_—masurabild, vom aplica lema 2.1.Fie g o v.a. marginita cu

E(g|Fr-) = 0.Avem

/gATdP = PA(gljom) = PA(7*(91p,m))

Dacid m = (m,) este un martingal cadlag ce verificd m; = FE(g|F;) a.s.
pentru orice s,atunci

71JJ(Q]-[(),T])((""7 '3) = m8~(w)1[0:Tl(w’ S)'

Pentru a aplica lema mai trebuie si ardtdm ca integrala de mai sus este
mla. Va fi suficient ca

me(w)lipr)(w,s) = 0.
Intr-adevar, daca (S,) este un gir ce-l1 anunta pe T' (definitia 1.1), vom avea
0,T) = U,[0, S,] si va fi suficient s& aritim ci
ms(w)1jo,s,)(w; 8) = 0
Dar
Ms(W)Lio, 5, (w; ) = Me(W) Liagsn} = Mimin(s,50) Lassn} =
= E(9|Fmin(s,5,) L{s<sa) = E(E(9])|Frmin(s,50))L{s<sqy =0
In a treia din egalitstile de mai sus, am folosit teorema de optionalizare

211 din [9] §i in ultima am folosit incluziunea

Fmin(s,sn) C Fr—

@re rezulta din propozitia 1.6 b).
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48 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

S& observam ci din a) rezultd in particular si ca A este adaptat.
b) Fie T o optionala total inaccesibild. Avem

[(4r = Az)aP = PA(Lm) = PAG (1)
ultima egalitate fiind adevarati din ipoteza. Dar
(1) =0
pentruca oricare ar fi optionala previzibild S avem
Lin(w, $(w)) = Lir=s<e}(w) = 0 a.s.

si tinem seama de definitia proiectiei previzibile din Teorema 1.5. Deci

/ (Ar— Ap_)dP = 0.

Daca B € Fr,

/B(AT— Ar_)dP = _/(ATB — Az, )dP =0

ultima fiind adevarata pentruca Tg este total inaccesibild (propozitia 1.8 a)).
Va rezulta A — Ar_ = 0,a.s.
3) = 1).Fie
A=A+ A°

descompunerea Lebesgue a lui A(formula (5) pag. 41). Avem
A$ = " AAL gy

unde graficele optionalelor 7;, sunt disjuncte doua cite dous. Deci
{(w,?) | As(w) # Ar-(w)} € UIT2]

Din Corolarul 1.3 rezulta ci optionalele T,, pot fi sau previzibile sau total
inaccesibile. Din ipoteza b) rezulti ci T}, pot fi doar previzibile. Dar AA7,
este Fr,_— masurabild (ipoteza a)) si aceastd proprietate implici, in baza
propozitiei 1.10 si a unor rationamente standard, ci procesul

AArL, (Oliz<y(-) = DAL ()7 00) (-5 2)
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2.9. DEZINTEGRAREA MASURILOR 49

este previzibil. Rezultd ci A este previzibil. Componenta A°® este proces
continuu, deci previzibil. In final ob{inem A previzibil.

1) = 2) Folosind propozitia 2.1 ne putem restringe la cazul A crescator
, cu Ag > 0. Mai departe, folosind descompunerea Lebesgue a lui A, putem
trata separat cazurile :

i) A = @17, cu T previzibild §i @ v.a. misurabild Fr_.

ii) A proces VI continuu.

Fie z un proces masurabil méarginit. In cazul i) avem

PA(z) = / / T;dA;dP = / Tl {T<c0} PAP =
/ E(erl(rey®|Fr)dP = / & B(2rL7<ony Fr_ ) AP
Din definitia proiectiei previzibile a lui z (teorema 1.5) avem
E(zrl{rcc}|Fr-) = (7°T)11l{T<00}
deci

PA(z) = / B(1P2) L 7condP = / / (7°2),dAdP = PA(r¥z)

In cazul ii) vom avea nevoie de urméatoarea lema de functii reale de vari-
abild reala.

Lema 2.2 Fie a : R, — R, o funciie crescitoare, continui la dreapta, cu
a4(00) = limy 0 a(t) < 0o. Fiet € R, i

c(t) :==inf{s | a(s) >t}

Functia c este crescitoare, continud la stinga, gt pentru orice f : R, — R,
boreliand i mdrginitd, are loc egalitatea

a(oo) o
| retnae= [ styaate

Demonstratie Vom ardta mai intii cd c este continua la stinga.
Intr-adevar, dacd exista ¢t € Ry ,cu c(t—0) < c(t) si alegem h cu ¢(t—0) <
h< c(t),rezults ci pentru orice € > 0, avem c(t—¢) < h < c(t) si a(h) > t—e,
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de unde a(h) > t. Pe de alti parte, din inegalitatea h < c(t) rezults a(h) <t
g1 s-a obtinut o contradictie.

Functia c : [0,00) — [0,00) este finitd pe [0, a(oc)] gi pentru ¢ > a(oo)
avem c(t) = co. Aplicind o formula de transport,

/{0 ERCOCICEY MR OL ST

[0,00)

unde ¢! este aplicatia preimagine asociata lui ¢ si A este masura Lebesgue
pe dreapta. Sa observam ca

o (0,u]) = A({sle(s) < u}) =
= A({sls < a(w)}) = A(0,a(s)) = Mw)

g1 lema este demonstrata.
Revenim la demonstratia teoremei inn cazul ii). Fie

Cs(w) = inf{t | Ay(w) = s}
C, sunt optionale previzibile, deoarece graficul lor
[C] = {(w, 1) | Ae(w) = s}\(Cs, 00)
este o multime previzibila ( multimea descizut din membrul drept este pre-

vizibila pentrucd A este continuu, deci P—masurabil). In calculele de mai
jos se va folosi lema 2.2.

Paw) = [([ raainire) = [([7 e cpispe)

= // :L‘Csl{cs<°o}deP=‘/. ds(/ 370,1{03<oo}dp)
0 0

Din definitia proiectiei previzibile avern

/ Tc,lic,<o0}dP = / (7P1)c, 1ic,<cop dP.

PA(z) = /000 ds(/(w”:c)csl{a@o}dP) = PA(nPz)
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Corolarul 2.1 Fie p o mésurd care nu tncarcd muliimile evanescente. Pre-
supunem cd p = p o w°( respectiv, p = p o wP). Atunci ezistd un proces
A, continuu la dreapta, cu variatie integrabila, optional (respectiv, previzibil)
unic, astfel incit

@ = PA.

Demonstrafie Se aplicd teoremele 2.1, 2.2 | 2.3.
Definitia 2.4 Se spune cd masura i : F @ B(Ry) — R, comuta cu proiectia

optionald (respectiv, previzibili), dacd p = p o 7°( respectiv, p = p o @P)

Corolarul 2.2 Daci p comuti cu n°( respectiv, 7P), atuncs ||, ut, u~ comutd
cu 7°( respectiv, 7P).

Demonstratie Din ipoteza, rezultd ca p nu incarca multimile evanes-
cente. Aplicind corolarul anterior, rezultd ca existd A optional (respectiv,
previzibil) astfel incit @z = PA. Din teorema 2.1 , avem |u| = P|A| si |A| este
optional ( respectiv , previzibil din propozitia 2.1) Din teorema 2.2 (respectiv
2.3) rezulta ¢ |u| comutd cu 7°( respectiv, 7*). Din

1 o1
ph=Su+ s p7 = 51kl - 4)

rezultd, aceeasi proprietate pentru put si p~.
Urmatorul corolar completeaza propozitia 2.2.

Corolarul 2.3 Fie A §i B procese continue la dreapta, cu varialie integra-
bild, optionale (respectiv, previzibile). Atunci A= B < PAox° = PBon°(
respectiv, PA o n? = PB o7?) & PA|o = PB|o ( respectiv, PA|p = PB|p)

( PA|o este restrictia lui PA la O | etc)

2.3 Compensarea proceselor VI

Reamintim ci procesele VI sunt procese continue la dreapta, adaptate ( deci
optionale ) cu variatie integrabila (definitia 2.2).

Propozitia 2.3 Fie A un proces VI. Atunci

PAon? =0 & A martingal cu Ao =0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



52 CAPITOLUL 2. PROCESE CU VARIATIE MARGINITA

Demonstragie Daci PA o P = 0, din propozitia 1.12 c) rezultd ca

PA((SF, tF]) = 0,

(1)/A§dP=/Ath,
F F

pentru orice F' € F, sit > s > 0 ( sp este restrictia optionalei identic egale
cu s, la F| etc). Deci A este martingal.
Daca F' € Fo,rezulta ,

(2) PA([0f]) =0, sau /FAgdP =0

de unde rezultd ca Ag =0, a.s.
Reciproc, daci A este martingal nul in origine, relatiile (1) si (2) sunt
satificute. Dar (1) inseamni

PA(F x (s,£]) = 0,
oricare ar it > s > 0 si F' € F, si (2) inseamna
PA(F x {0}) =0,

oricare ar fi F' € Fy. Rezulta ca PA se anuleaza pe o mulfime de generator
ai lui P (vezi exercitiul 1.1) inchisi la intersectii finite, deci PA o 7P = 0.

Corolarul 2.4 Un martingal A,nul in origind gi proces VI previzibil, este
nul. In particular, un martingal nul in origind §i proces VI continuu, este
nul.

Demonstratie Din propozitia precedenta avem PA o 7?7 = (. Din coro-

larul 2.3 se obtine A = 0.
Teorema 2.4 Fie A proces VI. Ezistd o descompunere unicd
A=A+ A
in care A gi °A sunt procese VI, A este previzibil §i °A este martingal nul in

ortgind.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.3. COMPENSAREA PROCESELOR VI 53

Demonstratie Se construiegte masura g = PA o 7P, care comuta cu
prolectia previzibild si i se poate aplica corolarul 2.1. Existd un (unic) pro-
ces previzibil A, astfel incit PA o m = PA. Fie ‘A = A — A. Evident,

P(°A) o 7P = 0. Din propozitia 2.3 rezultd ca °A este martingal nul in orig-
ine.

Observam c& daci B este alt proces VI st ¢,  sunt constante nenegative,
avem P(aA+BB)or? = P(aA+BB) . In aceste comditii, pentru a demonstra
unicitatea este suficient sa presupunem ca

0=A+ °A
gi s& ardtdm c3 fiecare termen din membrul drept al acestei egalitdti este
nul. Intr-adevar, °A este proces VI, martingal nul in origine si egalitatea

A = — A arati ci este si previzibil. Din corolarul 2.4 rezults €A = 0, deci gi
A=0.

Definitia 2.5 Fie A proces VI. Procesul A( unic) din teorema 2.4 se nu-
megte proiectia previzibild duald a lui A sau compensatorul lui A, iar A—A =
‘A se numegte compensatul lui A.

Corolarul 2.5 Daci A este proces VI, proiectie previzibila duald A se car-
acterizeazad in urmdtoarele doud moduri:
a) unicul proces VI previzibil, cu

PAon? = PA

b) unicul proces VI previzibil cu proprietatea ci A — A este martingal nul
in zero.

Observatia 2.1 Daci A este proces VI, aplicatia A — A este liniara.
Observatia 2.2 Dacd A este proces VI, avem

‘A= *(A- A),
deoarece compensatul unui proces constant | egal cu Ap, este procesul nul.

Corolarul 2.6 Fie A un proces VI §i A = A°+ A% descompunerea Lebesgue
elui A. Au loc urmitoarele relatii:

‘A= (A% 5i A=A+ (4%
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Demonstratie Din faptul ci PA® o n? = PA° (teorema 2.3) si din coro-
larul anterior, rezulta

(A°) = A° , deci °(A°) = 0

Trecind la procese compensate in descompunerea Lebesgue, din liniaritate,
se obtine prima relatie din corolar. A doua relatie se obt{ine trecind la com-
pensator in descompunerea Lebesgue.

Teorema urmatoare da structura proceselor VI care sunt martingale.

Teorema 2.5 Fie M un proces VI. Atunci M este martingal, daca i numai
daca

My = My +° ( Z AM,)

0<s<t

In acest caz avem

(M%) = My — M°,
deci proiectia previzibild duald a lui M? este continud.

Demonstratie Mai intii observam ca dacd procesul M este martingal,
descompunerea din teorema 2.4 este

(3) M = M,+ (M — M)
Deci, M — My = °M si aplicind corolarul anterior
M — Mo = ¢(M?),

relatie care scrisad la momentul ¢ d& prima din relatiile din teorema. Inegali-
tatea strictd s > 0, din enunt, poate fi inlocuitad de cea nestricta (observatia
2.2)

Reciproc, dacd un proces VI, M, are expresia din teorems, atunci M este
martingal, decarece compensatul oricrui proces VI este martingal.

_ A doua relatie din enunt este a doua relatie din corolarul 2.6, aplicat lui
M. Intr-adevar, folosind si (3) avem

My= M = M° + (M%)
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Propozitia 2.4 Daci M este un martingal VI §i N este un martingal
mirginit, atunci
(M,N, =D AMAN,, 3t 2 0)

<t

este martingal uniform integrabil, nul in origine. In particular

(4) / MooNoodP = / () " AM.AN,)dP

>0

Demonstratie Mai intii sd observam ca in aprope fiecare w € (2, seria de
mai sus este absolut convergentd, sumele ei partiale fiind dominate de

| M|oo(w)2sup | Ny (w)| < 0o a.s.

(w,t)

Vom demonstra mai intii (4). Aplicind teoremele 2.2 si 1.5, avem

/ NooModP = PM(Noolpeo)

= PM(7°(Nooliooe))) = / / N;dM,dP
[0,00)

/ / NdMdP — / / (N, — N,_)dM;dP +
[0,00) [0,00)

+ / / N,_dMdP = / )" ANAM,) + PM(rP(N))
0,00)

120

Dar

Sa observam ca
PM(7P(N)) = P(M — M) (#P(N)) + /N _MydP = 0,

decarece martingalului VI, nul in origine, M — Moy, i se poate aplica propozitia
23, iar Ny_ = 0.

Pentru a demonstra prima parte a proporzitiei, fie T o optionald si NT
stopatul lui N la momentul 7, adici N7 = (Nmin(t,T))tZO- Aplicind lmi NT
egalitatea demonstratd mai sus, se obtine B

/ MooNrdP = / ) AM.ANT)dP

320
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Sau

/ M NzdP = / () " AM,AN,)dP.

s<T
Fie
K; .= M;N, — ZAMSANs

<t

Procesul (K3):ejo,00 €ste adaptat gi are proprietatea ca oricare ar fi option-
ala T', K7 este integrabila si

/KTdP =0

Lema de mai jos incheie demonstratia.

Lema 2.3 Fie K = (K;)iep,00] un proces adaptat cu proprietatea ci oricare
ar fi optionala T, Kt este integrabild si

/ KrdP =c¢
unde ¢ este o constantd. Atunci K este martingal.

Demonstratie Fie s < t 51 A € F,. Fie s, restrictia optionalei identic
egale cu s la A (definitia 1.5) . Avem

/K = /KsAdP— KoodP =
o\A

= /I{tAdP—/ Kc,odP:/Kt
Q\A A

In incheierea acestui paragraf vom da doua exemple de martingale V.
Aceste exemple vor fi reluate in penultimul paragraf al acestui capitol.

Teorema 2.6 FieT o optionald si f o v.a. integrabild, madsurabild in raport
cu Fr g astfel incit {T = oo} C {f = 0}. Consideram procesul VI

Ay = f 1{T§t}

a) Presupunem ci T este total inaccesibild. Atunci °A este continuu cu
exceptia graficului lui T iar A(°A)y = f. Dacd f € Ly(Fr), rezultd (“A)eo €
Ly(F).
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b) Presupunem T' previzibild i P({T > 0}) = 1. Daca

/fgdP =0

oricare ar fi ¢ marginitd $i Fr_— madsurabild (tn particular, dacd f € Lo(Fr)o
Ly(Fr-)), atunci A= °A.

Demonstratie a) Prima parte a acestui punct este echivalenti cu conti-
nuitatea lui A. Fie e > 0 51

S(w) = inf{t > 0] |Ay(w) — Ai_(w)] > €}

Optionala S este previzibild (vezi demonstratia propozitiei 2.1) si

[(s - As.)p = PA(S) = PA(S)

PA([S]) = /(AS — As VAP = P({S =T < 0c}) = 0

pentrucd T' este total inaccesibild gi S este previzibild. Deasemenea, daci
Fe Fs_.avem

(f‘is = /‘is—)P = (ASF - Asp- )P =0
J /

deoarece Sy este previzibils ( propozitia 1.8 b) ). Dar (As— Ag_) este Fg_—
mésurabili (teorema 2.3 ) si rezultd Ag = Ag_ a.s., deci S = 00 a.s. si cum
¢> 0 este arbitrar, A nu are salturi, deci este continuu.

S& ardtim cd Ao, este de patrat integrabil. Va fi suficient si aratam ca
existd o constanta c > 0,astfel incit, pentru orice v.a. h marginiti, si avem

| / hAwdP]| < c||A]

(deoarece v.a. marginite sunt dense in L, in topologia lui Ly si Ly este
autoadjunct). Intr-adevir,

| / hAwdP| = [PA(Mlaxr.)| = IPA(P(hlaxn.)|

= | [ [ me)aaire)
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unde (m; );>0 un proces continuu la dreapta cu limite finite la stinga, verificind
pentru orice t,m; = E(h|F;) a.s. Majorind modulul integralei de mai sus, se
obtine

| [ hiedP) < [ suplma(w)lAc()|dP(w) < [ sop ()l 1| A

Din inegalitatea normelor a lui Doob ( [9] teorema 2.9), rezultd

[|sup lma(w)[[] < 2sup {|m,|]
Se obtine
|/h/i°odP| < 2sup||mq]| || Acs|| < 2l[Al] || Acoll = 2I[A] |I£]]

b) Va fi suficient si ardtdm cd A este martingal nul in origine (in baza
unicitatii descompunerii din teorema 2.4) sau cd

E(f|f¥) = f]-{TSt}a
pentru orice { > 0. Intr-adevar, daca B € F; avem

/fdP=/fl{Tst}dP—i-/fl{bt}anP
B B

Dar BN{t < T} € Fr_(propozitia 1.5 a)) si ultima integrald de mai sus este
nuld, in baza ipotezei facute asupra lui f.
Teorema este demonstrata

Observatia 2.3 Cind f > 0, A este erescator.

2.4 Descompunerea Doob-Meyer

Fie un cimp de probabilitate filtrat (02, F, P, F;,t € [0,00)) ce satisface
conditiile uzuale (vezi capl, §1).

Definitia 2.6 Se numeste potential, un supermartingal p = (p;)iejo,00) O
tinuu la dreapta, nenegativ satisfacind condifia

tlim pdP = 0.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



94 DESCOMPUNEREA DOOB-MEYER 59

Fiind supermartingal pozitiv, min(p;,0) = 0 pentru orice ¢ si aplicind o
teoremd de convergenta pentru supermartingale (corolarul 2.4 din [L]), exist
imgso0 Pt = Poo .8 st din lema lui Fatou pe, = 0,deci limi oo p: := 0, as 51
in Ly.

Definitia 2.7 Un potential p este de clasd D, dacd oricare ar fi girul cresca-
tor de optionale (1), cu lim, o0 T;, = 00, Te2UltE

lim [ ppdP =0

n—00

Propozitia 2.5 Poteniialul p este de clasi D, dacd §i numai dacid familia
de functii {pr | T optionald}este uniform integrabild.

Demonstratie Implicatia”daca” rezultd din faptul ca daca T,, — oo,rezulta
pr, — 0 a.s. Dar girul ( pr,) este format din functii uniform integrabile.Va
rezulta in baza criteriului Lebesgue (varianta mai tare a teoremei conver-
gentei dominate, [9] teorema 2.6), cd pr,, = 0 in L,

Reciproc, sa presupunem ci p este de clasa D gi sa ardtam ca
lim prdP =0
=00 {PT>Q}

uniform in raport cu T. Fie o,(w) = inf{¢ | ps(w) > n}. Functia o, este
opionald §i o, < 0p41.Din continuitatea la dreapta a traiectoriilor lui p si
eastenta a.s. a limitelor la stinga finite ale lui p (vezi [9] teorema 2.5) rezults
dsirul (¢,) nu poate avea puncte de acumulare la distanta finits, si o, — co
as. ¢ind n — oo.

Fie T'(w) = T(w), daci pr(w) > n gi T'(w) = 00, in caz contrar. Avem

T >0y,
/ prdP = /pT:dP < /p,,ndP,
{pT>n}

ultima inegalitate fiind adevirata datorits teoremei de optionalizare. Rezulta

sup / prdP < / Po,dP
T {pT>n}

de unde
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uniform in 7'

Demonstratia este incheiata.

In continuare vom asocia unui potential de clasda D o masurd pe o—
algebra multimilor previzibile, P.

Fie

j = {[OB] U U(Sz,TL] l B e .7'—0, Si,Ti,i = 1, I opgionale, n Z 1}
=1

Se verifica prin rationamente standard cd aceasta este o algebra si ca
intervalele stocastice din aceasta definitie se pot presupune disjuncte doua
cite doud . S-a ardtat ci o(J) = P ( propozitia 1.13). Fie p un potential si
A € J de forma

(1) A = [05]U g(si,n]

Introducem functia de multime

p(A) = Z /(psi — pr.)dP

Se verifica ca definitia este corectd. Functia i este pozitiva si finit aditiva.
Teorema 2.7 Dacd p este de clasd (D), functia u este masura.

Demonstratia se va baza pe urmitoara lemi. In aceasts lemi vom folosi

notatia
A=[05]u ]S, T

i=1

daca A are expresia (1) de mai sus.

Lema 2.4 Dacd H € J, si € > O,ezista K € J astfel incit K C H s
p(H\K) < e.

Demonstratia lemei.Se poate presupune H = (S,T].
Fie ]
Sp = min(S + ;,T)
Avem S5, — S si
(S TN T = u(5.50]) = [ ps = pa,)aP
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Sirul (ps,) este uniform integrabil gi tinde a.s. la ps. Aplicind criteriul lui
Lebesgue, avem

lim (8, 5,]) = lim (b5~ ps,)aP =0,
deci existd un numar natural k = k(g),astfel incit , notind K = (Sk, T
W(H\K) = (S, S4]) < e.
Riamine de demonstrat ca se poate presupune
K =[S, T} C H.

Aceasta inseamna ca pentru orice w, sa fie adevaratd urmatoarea incluziune
de sectiuni

(K). C H,,

adicd urmatoarea incluziune de intervale pe dreapta :

[Sk(w), T(w)] C (S (W), T (W)]
Aceasta este evident dacd S (w) < T(w), sau S(w) = T(w) = oo. Dacd
S(w) = T'(w) < oco,avem

(K)o = {S(w)}si H, = 2.

deci incluziunea nu mai are loc.Totusi, se poate face ca aceste puncte w si
nu mai existe, inlocuind pe S cu Sis<r} 8i pe T cu Ts<r} §i observind ca
prin aceastd inlocuire H nu se schimba.

Demonstratia teoremei Fie (H,) un sir descrescator de multimi din 7
cu intersectia vida. Vom arata ci

lim p(H,) =0

n—00

Fie ¢ > 0. Din lema de mai sus, pentru fiecare n, existd un K, € J cu
K.C H,, astfel incit

p(Hn = Ka) < o
Fie
Ln = ﬂ K,,;.
i—1

1=
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Avem L, € J,si L, C K, C H, i

u(Hy, — L) = p(Hy ~ O K) <Y wH~K) <e

i=1

deci

p(Hn) < p(Ly) + &

Va fi suficient s& demonstram ca
lim u(L,) =0
n—00

Fie T,, prima intrare in L,. Avem

I © (T, 00), deci (L) < p(Toy0)) = [ prdP

Deoarece, p este de clasd D, dacd vom ardta cd lim, .o, T;, = 00, demonstratia
va fi incheiata.
Intr-adevar, pentru fiecare w,sectionind prin w muliimea H,,,avem

(Hn)w = (Q ), =@

n

N(Za)o € N(Hn).

n n

deci

ﬂ(I’n)w =&

Multimile acestei intersectii sunt descrescitoare si compacte pe axa reala.
Din faptul ci intersectia lor este vida, rezultd ci existi un numsir natural
n(w), astfel incit

(Ln(u))w =0.
va rezulta ca
Th)(w) = o0

Deci sirul T, (w) tinde la oo chiar cu stabilizare.
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Definitia 2.8 Un supermartingal  continuu la dreapta se numeste de clasd
D, dacd familia de functi

{zr | T optionald}
este uniform integrabila.
Observagia 2.4 Definifia este corecta.

Demonstratie Deoarece in particular,
{z:/t € Ry}

este uniform integrabild, rezulta ([9],teorema 2.8 a)) ci existd Too = limy 00 Tt
as. gi in L; , deci in definitia de mai sus z7 are sens si acolo unde T = cc.

Teorema 2.8 ( descompunerea Doob-Meyer a supermartingalelor) Fie ¢ un
supermartingal de clasd D. Erxistd un unic proces crescator A , continuu la
dreapta , cu Ag = 0 §i Ao integrabil, previzibil , astfel tncit pentru orice ¢
20, sd avem

Ty = M; — Ay, a.s.

unde M = (M,);>o0 este martingal uniform integrabil.

Demonstratie Unicitatea. Presupunem ca pentru orice ¢ > 0 avem
Mt - At = 1M£ - Alt, a.s.

unde A’ i M’ au aceleasi proprietati ca A si respectiv M, din enunt. Rezults
cd

Mt - Mé = At - Aé,a.s.
deci M — M’ este un martingal V I, previzibil si nul in origine, deci este nul
in baza corolarului 2.4.
Existenta. Fie Too = lims_.oo 7; a.s. §i in L;( vezi observatia 2.3). Avem

pentru orice ¢ > 0,
Zy = (23 — E(Too)Ft)) + E(zeo| Ft) a.s.

Procesul
Dy =T — E(J?oo|-7'-t)
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este supermartingal nenegativ, continuu la dreapta, iar martingalul continuu
la dreapta gi uniform integrabil m = (m;);>o,verificind m; = E(z|F;) as.
([9],teorema 2.10) are proprietatea ca

lim My = E(Zoo|Foo) = Zoo,a-s. g1 In Ly

t—o0

([9] teorema 2.8 b)). Va rezulta c& p = (p)1>0 este potential de clasi D.
Ultima afirmatie e o consecintd a faptului ca p este diferenta a doua super-
martingale de clasa D : z,prin ipoteza g1 m din teorema de optionalizare 2.18
si propozitia 2.9 din [2].

Fie p masura asociata lui p prin teorem 2.7. Masura p o 7P extinde pe
i pe o— algebra F @ B(R,) si va fi notatd tot cu pu. Misura y comutd cu
proiectia previzibild. Aplicindu-i corolarul 2.1, rezultd ca existd A proces
previzibil V1, astfel incit p = PA.

Procesul A are Ag = 0 a.s. si pentruca p este médsurd (pozitivd) , A este
crescator. Avem pentru t > 0

/ pidP = p(Q X (t,00)) = PA(L(g.00)) = / (Aco — A¢)dP

in care 1(t,00)=0 X (t,00). Repetind acelasi rationament in care optionala
identic egala cu ¢, notatd cu t, se inlocuieste cu optionala ¢ty egald cu t pe
F € F; si cu oo inafara lui F), se ob{ine

/F pdP = /F (Ao — A;)dP

unde I este arbitrar in F;. Va rezulta
Pt = E(Aw|Ft) — A as.

Corolarul 2.7 Supermartingalul z = (z:)i>0 este de clasa D, dacd si numai
dacd

Ty = ]\/It _At

unde (M) este martingal continuu la dreapta, uniform integrabil gi (A;) este
proces continuu la dreapta, crescdtor, cu Ag = 0 a.s. §i Ao = limy_.o A
mtegrabil.

Demonstratie Numai implicatia ”daca” mai trebuie demonstrati. Mar-
tingalul (M;) este de clasi D (aceeasi justificare ca i in demonstratia de mai
sus) iar (—A;) este dominat in modul de v.a. A, integrabils, deci este tot
de clasi D.
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Definitia 2.9 Procesul A (unic) din descompunerea Doob-Meyer a unui su-
permartingal de clasid D, se va numi procesul crescdtor natural asociat su-
permartingalulus.

In inchelerea acestui paragraf, vom raspunde la urmatoarea problema :
cind procesul crescator natural asociat unui supermartingal de clasi D este
continuu?

Defini{ia 2.10 Un supermartingal z de clasa D se numegte regulat , dacd
pentru orice gir crescator de opiinale (T,) cu T, — T, avem

lim [ zpdP = / zrdP

n—00

Teorema 2.9 Fie z un supermartingal de clasd D. Procesul crescitor nat-
ural asociat este continuu dacd $i numai dacd x este requlat.

Demonstratie Fie
Pt = Tt — E(Zool Ft).

Procesul p = (p;)>0 este potential de clasa (D) care este regulat (deoarece
difers de = printr-un martingal uniform integrabil). Procesul crescitor nat-
wal asociat lui z este cel asociat lui p, deci este suficient si demonstrim
teorema pentru p.

Fie A procesul natural asociat lui p ( teorema 2.8). Se stie ci A nu incarcs
optionalele total inaccesibile (teorema 2.3). Deci (corolarul 1.3 ), existd un
sir de previzibile (T}, ), astfel incit

{(w, Dl Auw) # Ae-(w)} C UlT]

Daca notdm cu S oricare din optionalele sirului de mai sus si cu (S,) un
§Ir care o anunta, acest sir urcd la S g1

{§>0} cN{S. < S} as.
deci

/ (As — Ag_)dP = / (As — lim As,)dP = lim [ (A, ~ Ag,)dP =
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= lim /(pgﬂ —ps)dP:n]LI{:o/pS"dP—fdeP=0

Am folosit faptul ci A il genereazd pe p in a treia din egalitatile de mai
sus. Deci P({As # As-}) = 0 Dacd definim

A o= U{Ar, # Az, })

avem P(A) = 0 -si pentru orice w ¢ A talectoria t — A;(w) este continui.
Reciproc , daci A este a.s. contimuu ¢ (S,) este un sir crescitor de
optionale cu S = lim,,_, S, avem

—00

—00

lim f (A, — Ag )dP = f AgdP — tim | Ag dP =0

Teorema este demonstrata.

2.5 Integrala stocastica Stieltjes

Fie A un proces continuu la dreapta cu variatie totald | 4| integrabild. Pro-
cesul |A| este si el continuu la dreapta. (se aplicd exercitiul de la pag 36).
Fie H un proces masurabil. Presupunem P|A[([H]) < oo, adica

0 / / | Hy(w) b AL (w)dP(w) < oo

Definitia 2.11 Se numegte integrald stocastici a lui H in raport cu A st se
noteaza cu H.A, procesul definit prin

(2) (H.A)(w) = Hy{w)dAs(w)

[0,t]

Din ipoteza (1) rezultd existenta lui (2).
Proprietatile imediate ale aplicatiei H — H.A sunt enumerate in propoz-
1{la urmatoare:
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Propozitia 2.6 o) (H.A)g = HoAe
b) H.A este continuu la dreapta gi are variafia totald integrabila.
¢) pentru orice s > 0,

(H.A),— (H.A),_ = Hy(A, — A,_) sau A(H.A), = H,AA, a.s.

d) Daci A este adaptat si H este progresiv misurabil (in particular optional),
rezultd cd H.A este opfional.

e) Daci A este crescitor gi pozitiv i H > 0, rezultd cd H.A este cresciter
§t pozitiv.

[) (H+ K)}A=HA+ K.A, unde K are aceleagi proprietdti ca gt H.

g) (aH).A=a(H.A) petru oricea € R
. h) Dacd K este proces miasurabil gi mirginit, rezulta cé K H este masura-
bil gi (PJAIN|KH|) < 0o g

K.(H.A) = (KH).A

i) Daci A este crescitor gt pozitiv gt dacd 0 < Hy < ... < H, < ... i
H = limg,_,o0 H, este integrabil in raport cu PA, atunci (H,.A) este crescétor
¢ limy_ oo Hp. A = H.A

j) P(H.A)= H(PA)

Demonstragie Punctul a) rezultd din definitia {2). Continuitatea la
dreapta rezultd tot din {2), pe baza proprietatilor integralei Stieltjes. UL
tima parte a lui b) rezultd din

(Aol + 3 (H.A)syy — (HA) | =

pid
i=0

- IHoIIAoI+Zl/ | Hoddy| <

on 211

< ol + [ il -

2" 2"

= |Holl A + / |H,Jd|A], =

(0,00)

= [ il
[0,c0)
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Se retin primul si ultimul membru din relatiile de mai sus si se face n —
00. Se aplici relatia (3)-de la pag.38 g1 se obtine

|H.Aleo < (|H|-{A])oo

relatie din care rezultd cd H.A are variatie totald integrabild (precizim ci
|H| este functia modul aplicata lui H jar [A] si |H.A| reprezintd variatiile lui
A g1, respectiv, H. A.

In baza proprietati b) H.A are aceleasi proprietiti ca gi A. In particular
are limite finite la stinga. Proprietatea ¢) rezultd din definitia integralei
Stieltjes pe multimile [0, s} si {s}.

Analogia dintre H.A g1 A merge mai departe prin proprietea d) Ea rezulta
din definitia (1), folosind gi faptul cd dacid H este optional, H este progresiv
masurabil gsi H.A va fi adaptat, continuu la dreapta, cu limite ﬁmte la stinga,
deci optional (propozitia 1.13).

Proprietatile €),g) si h) rezultd trivial din definitia (1).

Pentru proprietatea 1) observdm mai intii ci procesul K H satiskace o
conditie de tipul lui (1) in raport cu A, iar egalitatea la momentul ¢ rezultd
din proprietdti cunoscute ale integraler Lebesgue-Stieltjes.

Proprietatea 1) este transcrierea teoremei Beppo-Levi in acest context.

Pentru demonstratia ultimei proprietati sa observam mai intii ci membrul
drept este misura (cu semn) de densitate H in raport cu masura (cu semn)
PA. Din definitia integralei in raport cu o masurd cu semn si din descom-
punerea Jordan a lui 4, rezulti ci ne putem restringe la cazul A pozitiv si
crescator gi [ pozitiv. In acest caz ambii membri sunt masuri (pozitive) gi va
fi suficient sa verific egalitatea pentru H = 1p,oqcu F € Fgit € Ry.Avem

P(H.AYF x [0,t)) = f j[ Yrxjod(H.A)dP =
j[lp( [Otld(H.A)s)dP = le(H.A)th =
[lp( . H.dA)dP = /1FX[Qt]HdPA =
[,1 = H(PA)(F x [0,¢])
Urmatorul rezultat aratd cid daca A este martingal si H este previzibil,

H . A este tot martingal.
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25. INTEGRALA STOCASTICA STIELTJES 69

Teorema 2.10 Presupunem cd A este martingal VI gi H este proces pre-
vizibil astfel tncit H este integrabil in raport cu mdsura P|A|. Atunci procesul
H.A este martingal VI.

Demonstatie Numai condifia de martingal trebuie verificatd. Se poate
presupune Ag = 0.Va fi suficient sa verificam ca

P(H.A)on® =0

(propozitia 2.3). Dar
P(H.A) = H(PA)

(punctul j)-din propozitia precedenta si
PAon? =0,

pentruci A este martingal. Aceasta egalitate inseamna ci restrictia lui PA
la multimile previzibile este nuli. Atunci si

H{PAyon? =86
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Capitolul 3

Martingale

3.1 Martingale de patrat integrabil

Fie (0, F, P, /,t € [0,00)) un cimp de probabilitate filtrat verificind conditi-
lle uzuale.

Daca f € L(Q, F, P) := Ly 1 X = (X})s>0,un proces continuu la dreapta
cu limite finite la stinga, verificind X, = E(f|F;) a.s., pentru orice ¢t > 0 (
[9], teorema 2.10). Acest proces este unic datoriti conventiei de identificare
a proceslor indistinguabile, va fi notat cu

m! = (m])szo,
fl se va numi martingalul generat de f. Aplicind teorema de convergenti a
martingalelor (Teorema 2.8 [9]) , exista

m?_ := lim m{ ,as. g1in [y

(o)
t—o0

s ((m] )iz0,mL, f) formeazi martingal relativ la filtratia ((F;)i>0, Foo, F)-
ultd ca martingalul generat de f coincide cu cel generat de mf . Daci
Fo=7F, atunci mf, = f as.

Definitia 3.1 Se numegte martingal de pdtrat integrabil, martingalul generat
de 0 functie din Lo.

Introducem notatia

M = {X | X martingal de patrat integrabil}

71
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72 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

Lema 3.1 Fie f € Ly, G 0 sub — o— algebrd a lui F si g = B(f|G). Atunci
g€ Ly st
E{(f — 9)%|6) = E(f*|G) — g*a.s.

In particular
[ -gpap= [(52-gap

Demonstragie Se stie {[9], teorema 1.2 , a) ) c& g este proiectia lui f €
Ly = Ly(Q, F, P) pe Ly(Q,G, P) care este un subspatiu Hilbert al lui L,,
deci g este de patrat intgrabil.

Prima egalitate este o consecinta a proprietatilor valorii medii condition-
ate, tinind seama cd g este G masurabila :

E((f-9)I6) = E(f!19) - E(2f4|9) + E(¢°|9) =
= E(f1G) — 20E(fIG) + 9" = E(f*|6) — 20" + ¢ =
E(f*19) - ¢’,as.

A doua egalitate este prima, integratd pe {2 membru cu membru.

Propozitia 3.1 Fie X € M. Atunci (X})icjo,00) €5te un submartingal uni-
form integrabil gi
lim X; = Xoo in Lo.

t—o0

Oricare ar fi girul crescator de optionale (T,,) cu T, — oo, are loc

lim XTn = Xoo in Lg

t—oo
Demonstratie Este suficient sa demonstram ultima afirmatie.

Daca se foloseste teorema de optionalizare ([9], teorema 2.11), avem
E(XowlFr,) = X1, pentru orice n, a.s.

Din lema anterioara se gtie ca

(1) [ (e = Xn 2P = [ (X2~ X3, )P

Procesul (X% , Fr, n > 1) este un submartingal ([9], corolar 2.17) pozitiv,
inchis de perechea (X2, F), deci uniform integrabil ([9], propozitia 2.9)-
Avem X2 = lim, . X7, as. si pe baza criteriului lui Lebesgue ( [9],
teorema 2.6), convergenta are loc i in L. Din (1) se obtine afirmatia pe care
ne-am propus s-o demonstram.
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31. MARTINGALE DE PATRAT INTEGRABIL 73

Teorema 3.1 Fie X un martingal de pitrat integrabil. Fristd un proces A
crescitor, cu Ag = 0,continuu la dreapta, cu Ao integrabils, previzibil, unic,
astfel tncit (X2 — Ai)e>o0 s fie martingal uniform integrabil.

Demonstratgie Fie
pi = B(XZ|71) = X, pentru t 2 0

Din proporzitia precedenta rezults ci p = (p;):>0 este potential de clasd
(D).Aplicind descompunerea Doob-Meyer (teprema 2.8), rezulti ci existd un
proces crescitor cu Ag = 0,continuu la dreapta, cu A, integrabild, previzibil,
astfel incit

Dt = E(Aoo']:t) - At, sau
B(X2, - AwlF2) = X7 — A
pentru orice ¢ > 0.
S& demonstram unicitatea. Daca ar mai exista un proces B satisfacind

teorema, atunci procesul A — B ar fi martingal, proces VI, previzibil gi nul
in origine, deci este nul, in baza corolarului 2.4.

Definitia 3.2 Fie X € M. Procesul A din teorema de mai sus se numesgte
procesul crescator natural asociat martingalului X.

Propozitia 3.2 Procesul crescitor natural A, asociat martingalului de pi-
trat integrabil z, este caracterizat de relatia

- x3ap = [ (Ar - as)ap

sau de relafia
/(XT - ‘¥5)2dp = /(AT - As)dp,

pentru orice optionale S gt T satifacind S < T.

Demonstratie Cele doud egalitati sunt echivalente asa ci vom arita ca
prima il caracterizeazd pe A. Egalitatea de mai sus rezultd din faptul ci
(X2 — A;)i>0 este martingal uniform integrabil i 1 se poate aplica teorema
de optionalizare (corolarul 2.17). Pentru cealaltd implicatie, se vor alege un

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



74 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

t>0,un F € F,5i Sw) =t dacd w € F §i S(w) = oo,dacd w ¢ F.
Optionala T > S se va alege identic egald cu o0o. Se obtine

/ (X2 - X2)dP = / (Ao — Ar)dP,

F F

de unde, tinind seama cd F' este arbitrar in F;, se obtine
E(Xgo - Aoo'-,Ft) = Xt2 - At'

Definitia 3.3 Martingalul X € M se numeste cuasicontinuu, dacd oricare
ar fi sirul crescdtor de optionale (T,) culim, T, =T, avem

lim X7, = X, a.s.

n—oo

Teorema 3.2 Fie X € M. Procesul crescator natural asociat lui x este
continuu, dacd §i numai dacd X este cuasicontinuu.

Demonstratie Fie A procesul crescitor natural asociat lui X. Daci A
este continuu §i (7},) este un gir crescitor de optionale cu lim,, T, = T, din
teorema de optionalizare rezults ci (Xr,, Fr,,n > 1) este martingal. El este
uniform integrabil, deoarece (X7, Fr) il inchide, deci existi lim,, X7, := g,a.s
siin Iy si (Xny,..., X3, -, g, X7) €ste martingal relativ la filtratia

(le, ...,an, ey O'(Un]:Tn), fT).

Deoarece XT € L2,
(X3, X7y e G5 X7

este submartingal nenegativ (relativ la aceeasi filtratie) cu ultim elment, si
in baza [9] este uniform integrabil.Va rezulta ci lim, X%n := g%, in L;. Din
lema 3.1 rezulta

(6= xnyap= [ x3)ap

deci lim, X7, =g s1in L,.
Pe de alta parte, din propozitia anterioarda avem

/ (Xp— X, )%dP = / (Ap — Az )dP
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Dacd se face n — 00 in aceastd relatie, membrul drept tinde la zero da-
toritd continuitatii lui A si teoremei convergentel dominate, deci lim, X1, =
X7 in Ly. Va rezulta g = X7, a.s.,deci

lim XT,, = XT, a.s.
n

Am demonstrat cd X este cuasicontinuu.
Reciproca se lasd pe seama cititorului. Se va {ine seama ca salturile lui A,
dacd exastd, se afld pe o mul{ime cel mult numarabila de op{ionale previzibile.

Definitia 3.4 Vom spune cd martingalele X $iY din M sunt ortogonale si
vom scrie X LY , dacé procesul (X;Yi)icpc0) eSte un martingal de medii
nule.

Observatia 3.1 Dacd X L Y , rezultd ca (Xﬁ’;)te[o,oo] este martingal de
medii nule.

Demonstratie Intr-adevar, din propozifia rezultd cad X; — X, g1 Y; —
Yo In Ly (cind £ — 00) , deci X1Y; = XYoo In Ly st E(XooYoo| Fs) = XsYs,
pentru orice s > 0.

Propozitia 3.3 Fie X,Y € M. Urmitoarele proprietdti sunt echivalente.
o) X 1Y
b) [ X7YrdP = 0, oricare ar fi optionala T.
¢) [ XrYsdP = 0, oricare ar fi optionalele T gi S

Demonstragie S& observam mai intii cd b) inseamnd X1 L Y7 oricare ar
[i optionala T'jiar c) inseamna

{X7|T optionald} | {Yr|T optionald},

in ambele situatii semnul | insemnind ortogonalitate in Ls( nu vom dis-
tinge in notati ortogonalitatea in M de cea in Ly,deoarece sensul reiese din
context).

a) = b) din teorema de optionalizare pe baza observatiei de mai sus.

b) = ¢) deoarece

/ XrYsdP = / E(XrYs|Fs)dP =
/YSE(XTIfg)dP = /YsE( (7| Fmin(T,5)dP =

/ Yo XuinsmydP = / Ytnis:7y Xinis,ry AP
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76 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

In calculul de mai sus am folosit proprietati uzuale ale valorilor medii
conditionate de o— algebre asociate optionalelor (vezi [9], propozitia 2.12 f)

c¢) = b) este triviala.
b) = a) este consecinta a lemei 2.3.

3.2 Spatii optional stabile gi structura mar-
tingalelor de patrat integrabil

Vom face ipoteza F = Foo. Daci X € M si X = m/, va rezulta ci X, =
lim; 00 m{ = f si corespondenta X — f = X, devine o bijectie intre M
si Ly. Prin aceasta bijectie M se identificd cu Ls g1 devine spafiu Hilbert cu
[|X|] :== || Xoo|| = ||fl|- In aceastd sectiune vom vedea implicatiile pe care
aceasta identificare le are asupra lui M.

Fie X si Y martingale in M gi fie f si respectiv, g imaginile lor prin
bijectia de mai sus. Au loc relatiile X = m/ siY = m9 Daci X L Y
(definitia 3.4.),atunci f L g in L,. Reciproca insi poate si nu fie adevarata,
doua functii pot fi ortogonale, fira ca martingalele generate sa fie ortogonale.
De aceea ortogonalitatea indusa pe M de identificarea lui M cu L, este mai
putin restrictiva ca cea din definitia 3.4 .

Definitia 3.5 O muliime H C Ly se numegte optional stabild , dacd oricare
arfi f € H , are loc E(f|Fr) € H, pentru orice optionald T.

O mulfime H C M se numegte optional stabild dacd oricare ar fi X € H
gt oricare ar fi optionala T, rezultd XT € H, unde X7 este stopatul lui X la
momentul T.

Se observd ca optional stabilitatea unei familii de martingale este echiva-
lenta cu optional stabilitatatea multimii generatorilor martingalelor. Aceasta
rezultd din faptul c3 stopatul lui X la momentul T, X7 | este martingalul
generat de Xp ([9],corolarul 2.16) . Teorema urmitoare este o consecintd
imediatd a celor de mai sus.

Teorema 3.3 Dacd Ly = H® K este o descompunere a spatiului Hilbert Lo
in suma a doud subspafii ortogonale. Dacd aceste subspatii sunt §i optional
stabile, atunci din relatia f = h+k, unde he H gi ke K, rezults m¥ = mh+m*
iar martingalele m’ si m* sunt ortogonale (in M).
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In acest mod se poate descompune un martingal in suma de martingale
ortogonale. Aceastd proprietate face interesante acele subspatii ale lui L,
care sunt g1 optional stabile, pentru ca ele vor genera martingale ortogonale.

Propozitiile care urmeaza pregatesc introducerea acestor subspatii.

Propozitia 3.4 Dacd H este o submuliime opt{ional stabila a lui Lo, rezulta

a) Subspatiul liniar tnchis generat de H este optional stabil.
b) Ortogonalul lui H in Ly,adicd

HY ={fe L2|/fth=0, oricare ar fih € H}
este subspatiu opfional stabil.

Demonstratie a) Spatiul liniar generat de H este optionl stabil, din
liniantate mediei conditionate. Inchiderea acestui spatiu este optional sta-
bila din continuitatea in L, a mediei condijionate. S-a obtimut ci subspatiul
Hilbert generat de H in L,,este optional stabil.

b) Se stie ci H~ este subspatiu (Hilbert) in L,. Pentru a vedea ci este
optional stabil, fie f € H* si T o optionald. Trebuie s aratim ca E(f|Fr) €
HL. Intr-adevir, daci h € H, avem

[ B1Fmap = [ sEIFaP <o
decarece E(h|Fr) € H.
Propozitia 3.5 Fie f € Ly 5i X = mf. Atunci

X' (w) =sup] Xo(w)| € Ly gt [IX7] < 2/

Demonstratie Propozitia este inegalitatea Doob pentru norme ([9]teo-
rema 2.9). Avem

| X*]] = |Isup | X||| < 2sup||X:l| = 2| Xool|
>0 t>0

utima egalitate fiind adevarata datoriti convergentei in Ly a lu1 X; la X.

Dar X, = limy_eo X; a.5. si Xoo = f, a.s. (vezi inceputul paragrafului
anterior).
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Teorema 3.4 Si considerdm un gir de funciii (f,), convergent in L, la f.
Atunci ezistd un subgir( fn, )k, astfel incit, aproape toate traiectoriile mar-
tingalului m#x sid conveargd uniform la traiectoriile lui mf, cind k — oo,
adica

(1) lim sup |mt (w) —mi (W) =0, as.

k—oo ¢>

Demonstratie Alegem un subsir, ( f,, )k, ce satisface

(2)|| £ — fI| < 27%, pentru orice k > 1
Aplicind propozitia anterioard avem

fﬂk_f

Fry,
| up mf — ||| = | up m{™* || < 21, — 1

si pe baza lui (2),
Sr f —k+1
|| sup [my™ —mg || < 277
>0
Inseamna ca are loc

In
> _llsup|my™ —mi]| < oo
k p

adica seria este convergenta. Din criteriul comparatiel pentru serii cu termeni
pozitivi, rezulta

Z/sup |m (w) — md (w)|dP < 0o

t>0

este convergentd. Permutind suma cu integrala, se obtine

/Zsup lmt *(w) m{(w)ldP < 00,

t>0

de unde integrandul este finit aproape sigur, sau

Z sup |m{"" (w) — m{ (w)|dP < oo, a.s.
— 120

Dar termenul general al unei serii convergente tinde la zero, deci se obtine
(1)
Propozitia este demonstrata.
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Corolarul 3.1 In conditiile teoremei anterioare , existda A € F, cu P(A) =
0, astfel tncit oricare ar fiw ¢ A, si avem pentru orice optionald S,

lim m{*(w) = mi(w), lim mg* (w) = m§_(w)

fn
gt hmA ¥ = Aml,

Toate cele trei egalitati au loc g1 in Ls.

Demonstratie Fie A multimea exceptionald din relatia (1) a propozitiei
precedente. Datoritd convergentei uniforme in raport cu ¢,a traiectoriei w(¢
A ) alui m/ la traiectoria w a lui m,primele doui relatii sunt indeplinite,
iar a trela se obtine scazind membru cu membru primele doua.

Dintre convergentele in Ly, sa demonstram ca limy_,o mé =m/, s_. Cele-
lalte cazuri se pot face la fel. Fie

X&) = mfme — S k>

Avem

g —mf_[? < sup Imt = mif? = ((X¥))?

g1
fn . _
Hms_k mg_” < H(X(k)) H < 2||fnk _ f” <2 e+l

Se face £ — oo in aceastd inegalitate i demonstratia s-a incheiat.

Introducem urmaitoarele multimi:
C := {f € Ly| m’ este martingal continuu, cu m} = 0}
$1
Q =: {f € Ly| m’ este martingal cuasicontinuu, cu mj = 0}

Evident C C Q.
Teorema 3.5 C gi Q sunt subspatii Hilbert, optional stabile ale lui L.

Demonstragie Din linaritatea mediei conditionate, rezultd cid C s1 Q
sunt subspati liniare ale lui L.

S& demonstram ci sunt optional stabile. Intr-adevar, dacid f € C (re-
spectiv, f € Q), T este o optionala si ¢ = E(f|Fr), avem

= E(g|F:) = E(E(f|Fr)|F:) = E(f| Fain(r) = mijn(T,t)
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Am obtinut ci martingalul generat de g este stopatul la momentul T al
martingalului generat de f , deci rdmine continuu (respectiv, cuasicontinuu).
Faptul cd C si Q sunt inchise este o consecinta a teoremei 3.3. Teorema
este demonstrata.
Introducem urmatoarele submultimi ale lui M:

M = {ml|feC}
M = {m!|feQ}
M = {mf|f e C}

Elementele primel multimi sunt toate martingalele de patrat integrabil con-
tinue nule in 0, ale celei de a doua sunt cele cuasicontinue nule in 0, iar ale
celei de a treia sunt martingalele ortogonale pe cele continue.Din Teorema 3.3
si Propozitia 3.4, rezultd ca aceste multimi sunt subspatii (liniare) optional
stabile ale lmw M. Proprietatea de subspatiu inchis in L, a generatonlor, se
traduce astfel : dacs (X™) C M° (respectiv MY, respectiv M?) si X8 f
in Lo, rezults m/ € M¢( respectiv M9, respectiv M?). Martingalele din M?
se vor numi pur discontinue. Justificarea acestel denumiri va fi facutd de
Corolarul 3.4.Prin identificarea M =L, facuta la inceputul acestui paragraf,
avem

M = CMI=Q M4 =C
M C MI M= (M)
Teorema 3.6 Orice X € M se poate reprezenta unic sub forma
(3) X =X+ Xx*

§t sub forma

@ X=X+Y+2

cu X6, XY, Z € Munde X¢ € M°, X¢ € MY € MY i este ortog-
onal pe orice martingal continuu, iar Z este ortogonal pe orice martingal
cuasicontinuu.

Demonstratie Se considera urmdatoarele reprezentari ale lui L, :
(5) L2 = C @ (7l

gl
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6) L,=Ce(QeC)oQ"

in care am folosit notatia Q& C := QN C* .Relatia (3) se va obtine din (5) iar
(4) se va obtine din (6). Vom demonstra in continuare numai (4), deoarece
(3) se demonstreaza analog.

Daci X = m?, consideraim descompunerea lui f dat de (6):

(N f=k+g+h

unde k € C, g € QOC si h € Q+.Cele trei subspatii din (6) sunt optional sta-
bile (propozitia 3.4 si teorema 3.5) . Aplicind relatiei (7) operatorul F(-|F;),
se obtine

mi =mF + mf + mh as.

pentru orice £ > 0. Deci X¢ =m*Y =m9 i Z = mh.
Unicitatea rezulta din unicitatea descompunerilor in subspatii ortogonale

ale lui L,.

Observatia 3.2 In teorema de mai sus avem X® =Y + Z gi aceastd de-
scompunere este cea datd de reprezentarea C+ = (QO C)®Q*. Deasemenea,
wem X = X9+ 7 , unde X7 = X°+Y, g aceastd descompunere corespunde
reprezentdrii Q@ = C & (Q © C).

Observatia 3.3 Relatiile (3) i ({) din teorema de mai sus se scriu sub
formele:

M = M oM
M = M@ (MINMY @ (M9

Propozitia 3.6 Daci X € MY, optionalele de salt ale lui X sunt total in-
accesthile.

Demonstratie Se vede usgor, folosind [9], propozitia 3.4 ,ca este suficient
sd ardtdm ci, pentru orice ¢ > 0,

T(w) = inf{t | | Xi(w) — Xi—(w)] > €}

tste total inaccesibili. Vom arita acest lucru folosind caracterizarea dati
In teorema 1.2 b) optionalei total inaccesibile. Fie (S,) un sir crescitor de
optinale gi fie S = lim,,_,o, S,.Au loc urmétcarele relatii:

P({S=T < 00,5, < T,pentru orice n}) <

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



82 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

1

< 2/1{{S:T<oo,sn<T,pentru orice n} (XS - XS—)dP =

1 .
= g / 1{{S=T<oo,S,.<T,pentru orice n}(XS - J_J-E)IoloXSn)dP =0

deoarece X € Q).Proporzitia este demonstrata.
Fie T o optionald cu P({T > 0}) = 1. Considerdm urmatoarea sub-
multime a lu M :
M(T]) : ={X € M| X, € C+, X continuu
cu exceptia graficului lui T }
Mai inti1 observam ca
Xo€Ct o X eM®

deci
M([T]) € M*.

Multimea M([T]) formeaza subspatiu liniar inchis al lui M¢, datoritid Coro-
larului 3.1 El este si optional stabil, deoarece singurele discontinuitéti ale
unui martingal din M([T]), stopat la un moment aleator de timp, pot s&
apard tot printre discontinuitatile martingalului initial, deci tot pe graficul
lm 7.

Teorema 3.7 Sa presupunem T total inaccesibil (respectiv previzibil) gi X €
M([T]). Atunci

a) X este proces VI si are expresia de forma
X = “A, unde Ay = AX1l{T<s)
In cazul T previzibil, are loc tn plus egalitatea
X: = E(AX7|F) a.s., pentru orice t > 0

b) Pentru orice N € M, procesul

XNy =Y AX,AN, = XN, — AX7rAN7L(res

s<t

este martingal nul in origindg. In particular,

/ X2dP = / (AXr)%dP
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si X este ortogonal pe orice martingal din M care nu are discontinuitdg:
comune cu X.

¢) DaciY € M, proiectia lui Y pe M([T]) este A, cu A; = AY7rl (7<)
pentru t > 0.

Demonstratie Se va aplica Teorema 2.6, in cazul f = AXr.

Vom demonstra mai intii teorema in ipoteza ca T este total inaccesibil.
Din teorema citatd mai sus se stie cd compensatul lui A, A, este continuu
cu Ay de pitrat integrabil si ‘A = A — A este martingal VI de patrat
integrabil, cu salt egal cu f de-alungul graficului lui 7' . S& presupunem ca
am demonstrat ci °A € M. Va rezulta X — A € M®. Pe de alti parte, X —
‘A nu mai are discontinuitati, deci X — A € M. Va rezulta X— A | X—
A, deci X— A =0.

Apartenenta lui A la M¢va reiesi din Propozitia 2.4. Din aceasta
propozitie se gtie cd oricare ar fi N, martingal marginit, procesul

(7) Le = (CA)N; — > A(A),AN,

a<t

este martingal uniform integrabil, nul in 0. Aceasti proprietate este echiva-
lentd (lema 2.3) cu urmaitoarea : oricare ar fi optionala S,

(®) / (“A)sNs)dP = / F(AN)Lires)dP

Daci N € M este oarecare, existi un gir N™ de martingale mirginite cu
NG Ny in Ly s ANT(?) — ANrin L. Rezulta ci relatia (8) si odatd cu ea
relatia (7) sunt valabile, oricare ar fi N € M. Aplicind propozitia 3.3 rezults
ca °A este ortogonal pe orice martingal N € M, care nu are discontinuititi
in comun cu °A. In particular, A este ortogonal pe martingalele continue,
adicd A € M9, deci °A = X si dacs se scriu (8) si (7) tinind cont de aceasti
egalitate , se obtine prima parte din b).
Alegind N = °A = X 5i S = 0o in (8), se obtine

/XfodP=/f2dP=/AX%dP

T Pentru punctul c), si alegem Y arbitrar in M si si-1 contruim pe (AYrlir<y) ==
N.Din a) rezults ca N € M([T]) , iar din b) rezults ci N este ortogonal pe
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84 CAPITOLUL 3. MARTINGALE

orice martingal din M care nu are discontinuita{i cormne cu V. In particular,
N 1Y — N de unde rezulti afirmatia de la c).

In cazul T previzibil, fie (T},) un sir care il anunta pe T. Folosind teo-
rema de optionalizare([9], teorema 2.11) si teorema de convergentd pentru
martingale ascendente ([9], Corolarul 2.13)

Xr_ = lim Xz, = lim E(X7|Fr,) = E(X|Fr_)

deci AXt = X7 — Xr_ € Lo(Fr) © La(Fr-). Din Teorema 2.6 b) rezulti
¢A este martingalul generat de AX7 gi A = A, deci apartenenta lui °A la
M([T]) este triviald. Restul demonstratiei este identic cu cel din cazul T
total inaccesibil.

Teorema este demonstrata.

Suntem in masura sa ddm urmatorul corolar , care completeaza Teorema

2.6

Corolarul 3.2 Fie T total inaccesibild (respectiv previzibild) gi
Ly(Fr) = {f € Lo(Fr){T = oo} C {f = 0}}

Atunci aplicatia liniard I'(f) := A, unde A; = flys1y, este o bijectie intre
Ly (Fr) gi M([T)) care conservd norma.

Demonstragie Corolarul este netrivial numai tn cazul T total inaccesibil,
deoarece in cazul T previzibil I este identitatea.

Lniaritatea este observatia 2.1.

In Teorema 2.6 s-a ardtat ci ( °A)e € Lo(F) si cid A este continuu cu
exceptia graficului lui T’ in punctele ciiruia are saltul f,adici A (°A)r = [.
Deci T’ este injectivd. Faptul ci ‘A € M9 se demonstreazi exact ca in
teorema. Deci A € M([T)).

Din punctul a) al teoremei anterioare rezulti surjectivitatea, iar din punc-
tul b) rezultd izometria.

Propozitia 3.7 Dacid X este generat de o functie din Q-+ existd un gir de
optionale previzibile cu grafice disjuncte (1,,), astfel incit

{1 [t 20, Xi(w) # Xi(w)} € UITH]
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Demonstratie Mai intii precizam ca in multimea din stinga { > 0,iar
AXqy = Xp,conform conventiel cd Xo_ = 0. Din acest motiv, in mul{imea din
dreapta se considera reuniunea dupa n > 0, cu 7Tp = 0.

Din Corolarul 1.3 rezultd ca este suficient sd aritdm ci, oricare ar fi T
total inaccesibila,

P({Xr # Xr-}) =0.

Intr-adevir, pentru un astfel de T notam f = Xp — Xp_, si aplicAm
corolarul 3.2. Considam I'(f) := Y.Avem Y € M([T]), AYr = f si din
teorema 3.6 Y | X —Y. Pe de alta parte, Y este cuasicontinuu, avind saltun
doar pe o opifionald total inaccesibila, dec1 Y L X, de unde Y 1 Y.adica
Y=0,deci f=0.

Teorema 3.8 Fie f € C* g fie (T,)n>1 un gir de optionale cu grafice dis-
juncte, cu T, fie total inaccesibild fie previzibild, pentru orice n > 0 gi astfel
incft

{(w,t) | mf(w) #m_(w)} C UIT:]

Atunci ezistd o unicd reprezentare a lui f sub forma

F=) fn inly

inde m» € M ([Tn]). In acest caz, pentru orice t > 0,avem

m{ = Zm{", in L.
n

fDemonstrapie Precizam ca T este optionala identic nula (previzibila) si

My = 0.

Fie g, := méﬂ — méﬂ_. Tinind cont de identificarea lui M cu L, , definim

Jn = F(gn)a

S& observam ci mfo + ... + mfr = mfot-+/» n > 0. Deoarece m’*, nu
% discontinuititi comune cu mf — mot-+/~ pentru k = 0,1,2,...,n , din
orema 3.7 rezults

mf* | mf — mfot-tfa

decf
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mfot—+fa | mf — mfot-+fn

Sau

O fot..+fnlf=(fo+..+fn),pentrun>0.
Are loc

[ rar= [ nr+ [u- g fyar> | (Z:j foPdP = kZ:j [ siar

unde am tinut seama si de faptul cd m 1L m’*sau f, L fy,dacin # k.

Rezulta -
S Il < o0
n=0

Din criteriul Cauchy se obtine ci
[o o]
> I
n=0

converge in Ly gi fie ¢ suma ei. Daca se face n — oo in relatia (9), se obtine

(10)g L f—g

Folosind faptul ci exista un subsir de intregi (ny), astfel incit aproape toate

traiectoriile lui mfot-+fn. g3 tindi uniform la traiectoriile lui m?, rezulta ca

m9 preia toate salturile lui m/, deci m’ —m? = m/~9 nu mai are salturi adica

este continuu. Va rezulta ca f L f — g care impreund cu (10) da f =g .
Urmatorul corolar este o consecint{a 1mediata a teoremei.

Corolarul 3.3 Orice martingal pur discontinuu este suma salturilor lui com-
pensate.

Orice martingal pur discontinuu este ortogonal pe orice martingal (din
M) fard discontinuitafi comune cu el.

Comentariu Se poate scrie simbolic, dupa separarea salturilor total in-
accesibile de cele previzibile,

Q © C= BT totas mach([T]) = Md n m1

Q" = Or previswaa M([T]) = (M)*
In aceasta scriere se folosegte identificarea lui M cu L,
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Corolarul 3.4 Fie X € M. Avem
/ Y (AX,)*dP < / X2 dP.
t

Egalitatea are loc atunci gi numai atunci cind X € M2
Demonstratie S& considerdm descompunerea
X =X+ X
a X° € M°si X¢ € M conform teoremei 3.6). Are loc inegalitatea
/XgodP > /(Xgo)zdP,
au egalitate atunci si numai atunci cind X € M¢?. Dar din teorema 3.8

[xeyap - > [im@xsyear,

unde(T,,) un sir de optionale cu grafice disjuncte care suportd discontinu-
itatile Iui X, fiecare T;, fiind previzibils sau total inaccesibild si unde aplicatia
I'este cea din corolarul 3.2. Daci se tine seama de izometria lui T', avern

> [r@xsyrap = > [(axzyap -
= /Z(AXTn)2dP == /Z(AX,,)MP

Corolarul este demonstrat.

Corolarul 3.5 Dacid M,N € M,atuncs

| 3 1AMANGP < Ml || Nec]
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Demonstratie Se integreazd membru cu membru inegalitatea

Y IAMAN] < (O 1AMP)E (D IAN )3,

3 3

=

care este inegalitatea Cauchy algebrica, extinsa la serii sl este valabild pen-
tru aproape orice w € ). Aplicind inca o datd inegalitatea Cauchy pentru
integrale, se obtine

/ S |AMAN,|dP < ( / (3 |AM,P)dP)( / " AN, )dp)}
g1 in final se folosegte corolarul anterior.

Corolarul 3.6 Fie M € M, asfel incit M este proces VI. Atunci M este
pur discontinuu.

Demonstragie Daca N € M este marginit gi nu are discontinuitati co-
mune cu M, din propozitia 2.4 rezulta ca

/ M NodP = / () AM.AN,)dP

Din corolarul anterior, membrul drept este liniar gi marginit cind N par-
curge multimea martingalelor marginite din M = L,. Membrul sting are
aceeasi proprietate, deci egalitatea de mai sus este adevirats, oricare ar fi

N € M. In particular, cind N = M, se obtine

/ M2dP = / ) (aMm,)*dp

si apartenenta lui M la M¢? rezulti din corolarul 3.5.
In finalul acestui paragraf ,vom da o teoremi care extinde punctul b) al
teoremei 3.7.

Teorema 3.9 Fie M,N € M, astfel incit cel putin unul din cele doud pro-
cese sd fie pur discontinuu. Atunci

a/
/ Mo N..dP = / ZAMSANSdP
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b)
M,N, — > " AM,AN,
3<t
este martingal nul tn 0, dominat in L.
¢) Dacd M € M®, rezultd ci

M- AM?

s<i

este martingal nul in 0, dominat in L;.

Demonstratie Presupun mai intii ci M, N € M9, Egalitatea de la a)
rezultd aplicind corolarul 3.4 lui M+ N, M, N si scazind corespunzator, mem-
bru cu membru, egalititile respective. Afirmatia b) se obtine aplicind prima
relatie martingalelor M7 = (Muin(t,1))t>0 $1 NT = (Npin@,))e>0 si folosind
apoi lema 2.3. Se observa cd procesul de la b) este dominat de

sup | Me(w)| sup |Ne(w)] + Z |AM;||AN,|
t

care este integrabila, conform propozitiei 3.5 s1 corolarului 3.5. Deci mar-
tingalul de la b) este dominat de o functie integrabili (adicid dominat in
[y).

54 presupunem acum M € M% si N € M. Fie N = N¢+ N? unde
N e Me si N® € M?. Afirmatia b) se obtine scriind-o pentru M si N¢
§l adunind martingalul (M;Nf);>o care este nul in origind, dominat in L;.
Avem

/ Mo NoodP = / M NSdP = / > AM,ANZdP = / > AM,AN,dP

Afirmatia c) este consecinta imediats a lui b).
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Capitolul 4

Integrale stocastice

4.1 Procese crescatoare asociate unui mar-
tingal de patrat integrabil

Fie (Q, F, P, F¢,t € [0,00)) un cimp de probabilitate filtrat verificind conditi-
ile uzuale. Reamintim c& am notat cu M multimea martingalelor generate
de functii din Ly(2, F, P) := L,

Fie M € M si A procesul crescitor natural asociat lui M (vezi definitia
3.2)

Definitia 4.1 Primul proces crescitor asociat lui M , numit $i variatia pa-
traticd a lut M este

<M > =At+Mg

Denumirea de variatie patratica este justificata de urmatoarea proprietate
a carei demonstratie este netriviala (vez [6], 1.5.14), dar care nu intervine in
cele ce urmeaza gi din acest motiv o 1&sdm sub forma de exercitiu.

Exercifiu Fie M € M€ ,t > 0gi7m={0,%,...,t,cul=t<t; < .. <
b =1t. I'ie ||x|| = max{ty — ty_1lk = 1,2,...,n}. Atunci

k=n
lim Y (My, — My, ,)> = <M >,
k=1

[l=]l—0

tonvergenta avind loc in probabilitate.

91
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92 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Observatia 4.1 Procesul < M > este unicul proces VI previzibil cu propri-
etatea cd (M2— < M >;);>0 este martingal nul tn origind. Daci M este
cuasicontinuu, < M > este continuu.

Demonstratie Din teorema 3.1 rezulta cd < M > are aceste proprietati.
Pentru a demonstra unicitatea, si presupunem ci B este alt proces VI pre-
vizibil, astfel incit (M7 — B;)i>o este martingal nul in 0. Scdzind cele doud
martingale se obtine cd ( B;— < M >:);>¢ este proces VI previzibil, nul in
zero g1 martingal, iar corolarul 2.4 ne spune ca un astfel de proces este nul.
Ultima afirmatie este teorema 3.2.

Definitia 4.2 Al doilea proces crescator asociat lui M este

My = <M°>+ Y (AM,)?

0<s<t
unde M€ € M, si M — M°¢ € M°.

Observatia 4.2 In definifia de mai sus < M® > este proces continuu con-
form teoremei 3.2 gi este nul tn 0 deoarece M§ = 0. Convergenia seriei
rezultd din corolarul 3.J.

Procesul crescitor [M] este continuu la dreapta, [M]o = MZ, si [M]eo
este integrabild, deci [M] este proces VI si expresia prin care este definit este
chiar descompunerea Lebesgue a lui.

Propozitia 4.1 Daca M € M, atunci
a) M? — [M] este martingal nul in 0,dominat tn L;.
b) [M]— < M > este martingal nul in 0,dominat tn L;.
c)< M > = [M], adicd < M > este compensatul lui [M).

Demonstratie a) Daci M € M9, din teorema 3.8 c) se stie ca

(M= " AM2)50
s<t
este martingal dominat in L.
Daca M este arbitrar, se considerd descompunerea M = M¢ + M9 unde
M?¢ este continuu 51 M* pur discontinuu. Are loc egalitatea

M} = [M]y = ((M§)’= < M®>,) + (M2 = S AMD)) + 2MS M}
0<s<t
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Dar fiecare din cele doud paranteze sunt martingale nule in 0,dominate in
L,. Deoarece M° | M¢, rezulti ci si ultimul termen are aceeasi proprietate.
Punctul b) rezulti din punctul a) i observatia 4.1
Punctul ¢) rezultd din b), din previzibilitatea lui < M > si din corolarul
2.5 b).

Definitia 4.3 Fie M, N € M. Introducem

1
< M,N >: =§(<M+N>—<M>—<N>)

M, N): = 2(M + N] - [M] — [V])

Evident < M,N >=< N, M > g [M, N] = [N, M].

Cele doua procese din aceastd definitie s-au obtinut prin ”polarizarea” lui
<M,M >=< M > g [M,M] = [M]. In continuare vom scrie< M, M >
inlocde < M > i [M, M] in loc de [M]. Pentru < M, N > se foloseste
denumirea de variatie patraticd miztd.

Proprietitile imediate ale proceselor din definitia de sus sunt date in
urmatoarea propozitie.

Propozitia 4.2 Fie M, N € M. Au loc urmitoarele proprietati:

a) < M,N > gi [M, N] sunt procese VI

b) < M, N > este unicul proces previzibil VI astfel incit MN— < M, N >
este martingal nul in origine.

¢) M L N dacd gi numai dacd < M,N >=0

d) [M,N]; = < M°, N>, + 3 ., AM,AN,,a.s., pentru orice t > 0.

e) MN — [M, N] este martingal nul n origine.

f)< M,N >= [M, N|, adici < M, N > este compensatorul, sau proiectia
previzibild duald a lui [M, N].

Demonstragie a) rezultd din definitia 4.3.
Pentru a demonstra b) , si considerd egalitatea

1
MN- < M,N >= 5((M +N?’—<M+N,M+ N >)—

1 1
—E(MZ— <M,M >) - §(N2— < N,N >)
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Fiecare din parantezele de sus sunt martingale nule in 0.

Fie B un proces VI previzibil, astfel incit M N — B s3 fie martingal nul
in 0. Atuna < M,N > —B este martingal mul in 0. Find si proces VI
previzibil, din corolarul 2.4 rezulta ca este nul, dec1 B =< M, N > .

Punctul ¢) rezulti din b) pe baza definitiei 3.4.

Punctul d) rezultd din egalitatile

[M’N]t = ([M+N,M+N]t_ [MaM]t_ [N’N]t) =

1

2
1

= §(< MC+NC,MC+NC > — < MC,Mc > — < NC,NC >t)+

+%(Z A(M, + N,)* =Y AM? - Y AN?)

s<t s<t s<t

In final, pentru orice ¢ > 0, avem

[M,N], =< M°,N° >; + Y AM,AN,,as.

<t

Punctul e) se demonstreazi ca prima parte din b), pe baza propozitiei
4.1 a).

Punctul f) se obtine din definitia 2.5, observind ci b) si €) implici faptul
ca procesul [M, N]— < M, N > este martingal si < M, N > este previzibil.

Propozitia este demonstrata.

Exercitiu

Formele < .,. > si [.,.] sunt biliniare pe M x M. In particular,

< M,N >= i(<M+N,M+N>— <M-N,M-—N >)
§1 analog,
(M, N] = %([M-FN,M—I—N] —[M~N,M - NJ)
In continuare ne va interesa comportarea celor doud procese crescitoare

la operatia de stopare.
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Propozitia 4.3 Fie M,N € M g T un timp de stopare. Atunci
a)< M,N>T= <M,NT> = <MT NT>

b) [M,N]" = [M,N"] = [M", N"]

Demonstratie a) Procesele MT'NT— < M,N >Tsi MNT— < M,NT >
sunt martingale nule in 0 : se aplicd teorema 3.7 b) si teorema de optionalizare
([9], corolarul 2.16).

S& aritam ca si MNT — MT N7 este martingal, mai precis ci pentru orice
t > 0 avem

E(MooNg, — MONZ|F:) = MyNF — MINF
Membrul drept din egalitatea de demonstrat este

E((Mo — M7)Nr|F;) = E((Moo — Mr)Nplir<sy|Fe)+

+E((Moo — Mr)Nrlipoy|Fi) = (E(Moo| Ft) — Mr)Nrlircs =
= (M, — Mr)Nrlgrey = MyN§ — M{INT

Am folosit faptul 3 E((Mew — M7)Nrlir>$3|F:) = 0 : Intr-adevar, pentru
orice A € F;

/ E((Moo — Mr)Nplroy|F)dP = / (Moo — My)NrlgrsndP =
A A

_ / (Meo — Mp)(Nelgragna)dP = 0,

deoarece Moo,— My = Moo— E (M| Fr) este ortogonal pe Lo(Fr) §i Nrlizsygna €
La(F7).

Din cele de mai sus rezultd ca
<M,N>T — <M NT>

este martingal. Deoarece este si proces V' I previzibil nul in originé, corolarul
24 implic prima din egalitatile propozitiei.

A doua egalitate se obtine aplicind-o pe prima lui < M, NT > .

b) Daci ¢ > 0, avem

[M7 N]? = [M7 N]m.in(t,T) = < MC; N°¢ > min(t,T) + Z AMSAZVS =
s<min(¢,T)
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=< M, N°>] +> AMAN]

8<t

Dar punctul a) ne spune ci
< M°®,N°¢ >T=< M, (N)T >, .

Avem deasemenea,

( Nc)T — ( NT)c
datoritd unicititii proiectiei lui N7 pe M°. In final obtinem

[M,N]] =< M°,(NT)* >, + Y AM,AN] = [M, N7},

s<t

Ultima egalitate se obtine exact ca la a).

Propozifia este demonstrata.

Inegalitatile de mai jos sunt esentiale pentru definirea integralei stocas-
tice. Se numesc inegalitatile Kunita-Watanabe , sunt valabile a.s. pe traiec-
torii ( fira F aplicat integralelor Stieltjes din interior, vezi [7],pagl42, sau
[12], pag269) si sunt adevirate pentru procese masurabile. Pentru definirea
integralel stocastice sunt suficiente sub forma demonstrati mai jos.

Mentionam cd pentru a da o form& mai simpla calculelor, vom folosi in
continuare notatia : E. = E(.) := [ .dP, atunci cind functia reprezentata cu
. de sub integrala in raport cu P , este la rindul €i o integrald pe [0, 0o).

Teorema 4.1 Fie M,N € M gt X,Y procese previzibile. Avem

%) E/ XIYeldl < M,N > |, <
0

<@ [ xPa< MM HE [TIVa< NN >}
0 0

§t
b) E / IX.|[Yald |[M, N]|, <
0

<5 [ 1P MHE [ v, v}
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Demonstratie Inainte de a incepe demonstratia, precizam cd in integralele
Stieltjes pe traiectorii de mai sus, notatia d| < M, N > |, inseamna integrald
in raport cu masura generatd de variatia procesului < M,N >. Analog
pentru d|[M, N||s.

Vom parcurge mai multe etape :

1) Vom presupune 0 < s < ¢ gi 7 un rational . Avem

<M+rNM+rN>-<M+rN,M+rN >;>0,a.s
Rezulta , prin calcule evidente
(< NN >~ < N,N>)N+2(< M,N >, — < M,N >)\+
H<M,M>—-<MM>,)>0, as.
inegalitate in care A se poate presupune arbitrar in axa reald.Va rezulta
1)) <M,N>—-<MN>,|<

<(<M,M >; — <M,M>s)%(< N,N>, —<N,N >5)%

2) S considerdm acum o diviziune finitd a lui R, de forma
O=ty<t1 < .. <tp <itpy1 =00

$i X, Ys,, variabile aleatoare marginite, F;, — masurabile, pentrui = 0,1, ..., n.
54 scriem (1) pentru s = t;,t = t;1 si sa le inmultim cu | X, |, |Y;,| i s8 le
adundm cind ¢ = 0,1, ..., n. Adundm deasemenea in ambii membri egalitatea
evidentd

| XoYoMoNo| = | XoMo||YoNo|.
Obtinem

() XoYoA < M,N >o |+ ) | Xy, ||V

=1

<M,N >4, —<MN >, |<

i+l

< | XoMo||YoNo| + > X, |(< M, M >,

=1

— < M, M >,.)i[Y, (< N,N >y, — < N,N >,)% <
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98 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

< [X(%Mg + Z IXtiI2(< M1 M >t1’+1 -

i=1
- < MaM >ti)]%[}/02N3 + IYt,-|2(< NaN >ti+1 - < N’N >t~;)]

In ultima inegalitate am aplicat un Schwarz pentru sume.
Fie

[N1E

z, = Xo+ Z Xtil(ti,ti+1](3)§i

i=1

n
ys = Yo+ Z Vi1t tira1(8)

=1

Cu aceasti notatie primul membru in inegalititile (1) este un ma, jorant
al lm

I/ T4d < M, N >, |
0
Ultimul membru din girul de inegalitati (1') este
bt 1 *© 1
(/ thd<M,M>t)§(/ ygd<N,N>t)5
0 0

Deci

[T

(2)|/ Xthd<M,N>t|§(/ Xt2d<M,M>t)%(/ Y2d < N, N >¢)
0 0 0

oricare ar fi X,Y de tipul particular de mai sus .

3) Pentru comoditate, intoducem notatia o := | < M,N > |, adica
variatia lui < M, N >. Este ugor de verificat folosind exercitiul 4.1 cd avem
a.s. Indeplinite inegalitatile

(W) ~ as(w) <

1
< 5[(< M,M > — <M,M>,)+(<N,N> —<N,N >,

oricare ar fi s,f € R cu s < ¢t. Din aceastd inegalitate rezultd ca masurile
Pa si P < M,N > (vezi notatia introdusa la inceputul paragrafului 2.2)
sunt absolut continue de P(< M, M > + < N, N >). Fie (X") si (Y") girurl
etajate pe algebra C( vezi propozitia 1.14) care converg in Ly(Q) x R, P,
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4.2. INTEGRALE STOCASTICE 99

P(< M,M >+ < N,N >)) la X i Y, respectiv. Aplicind (2) si integrind

membru cu membru, se obtine :

B [ XpYra < MV > <
0

< (E / (XP)2d < M, M >} (E / (¥7)2d < N, N >;)}
0 0

(membrului drept din (2) i s-a aplicat i un Holder in L, (2, F, P),iar membrul
sting a fost minorat, scotindu-se modulul inafara lui F). Se face n — oo si
se obtine megalitatea

(3)IE/ X:Yid < M,N >;| <
0

s(E/ X3d<M,M>t)%(E/ Y2d < N,N >,)?
0 0

3) La acest punct vom trece in (3) delad < M,N >, lad| < M,N > |,.
Masura P < M, N > este absolut continui de Pc. Restringindu-le pe ambele
la 0— algebra P, rezultd ci existd Z, proces previzibil (cu valori in {-1,1}),
astfel tncit

P<M,N>|p=2Z(Pa)lp
Se aplics (3) lui X si ZY.

In final observdm ca inegalitatea de la a) este adevarati oricare ar fi X
$1Y previzibili .
Rationamentul pentru b) este analog.

4.2 Integrale stocastice

Ffief:].:—l.ﬁL — R definita astfel : daca 0 = <1 <2 < ... < tp < tpy1 = 00
2 fo, f1,...fn € R, atunci

f(t) = foliop(t) + Z filiean (@), te Ry
=1
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100 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Fie g : R, — R o functie continua la dreapta cu limite finite la stinga.
Definim

() [ fdg = f(o>'g(0)+zfi[g(t,-+l)—g(t,-)l s

(2) | fdg = / f lpydg = f(0 +Zfz[g min(t41,t) — g(min(;, 1))

t
t—>/ fdg
0

nu depinde de reprezentarea lui f, este continui la dreapta, cu limite finite
la stinga, iar saltul €i ¢ este f(£)Ag(t),adica

(3) A( / fdg) = F()Dg(t)
0
Fie
(4) A = {H |H = hol{o}(t) + ih”il(ti,tiﬂl(t)’ te R.,.,O =t <t <...<

i=1
<ty <tpyy = 00,h; 1 Q — RF;, — masurabild gi marginita, n € N}

si fie M € M.

Propozitia 4.4 Procesul H.M, definit prin

t
(5) (H.M)y(w) = / Ho(w)dMa(w)
0
este martingal de patrat integrabil,
(6) A(H.M)t = HtAA{t

gt are loc egalitatea

(7) B((H.M)2) = E / Hd < M,M >, E / H2d[M, M],
0 0
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Comentarii In (7) am notat E(.) = E. =: [ .dP (vezi pag.96)
Deasemenea, folosind notatia introdusa la inceputul paragrafului 2.2, re-
latia (7) se poate scrie si sub forma :

(8) E(H.-M)%,) =P < M,M > (H”) = P[M, M](H?)
Demonstragie Fie s,t € Ry, cu s < t. Se poate presupune (renumerotind,

eventual, punctele partitiei din expresia lui H) ¢ s = t; si t = t,41, cu
j < k 4 1. Integrabilitatea functiei

wa[H&me)

pentru orice ¢ este evidenta s1 avem

E( /0 t H,dM,|F,) = E( /0 ’ H,dM|Fo) + E(Y hi(My,,, — My,)| F)

=j

Dar

E(Z h"i(Mti+1 - Mti)lfs) = ZE[E(hl(Mthtl - Mt1)l]:ti) fs] =

i=j

k
= ZE[hiE(A'jtiH - A/[ti)|‘7:ti)

i=j3

Fol=0

Am folosit F;, —~maisurabilitatea lui h;, pentru i = 3, ..., k si faptul ci M este
martingal. S-a demonstrat ca H.M este martingal.
Afirmatia (6),relativa la salturile lui H.M este evidenta din (3).
Egalitatile (7) se verificd prin calcul direct :

B((H M) = ElhoMo + 3" h(Myr, — M) =

1
=0

= Bh§Mg + ) h2(M,,,, — M,,)"] = E(h2 < M, M >o)+
=0
+Y E[RN< M, M >, — < M, M >,)] = B|(h% < Mo, Mo > +
=0
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102 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

+) [BH< MM >, — < M, M >4,)] = E/ Hd < M,M >,
=0 0
Am folosit faptul ¢, pentru 0 < ¢ < j7 < n, avem

E[hihj(Mti+1 - Mti)(MtHl - Mtj)] =
= E{E[hih.'i(MtiH - Mti)(Mtj+l - Mtj)lﬁtj]} =
= E{h‘ih’j(MtiH - Mti)E[(Mt - Mtj)"?:t:i]} =0,

3+1
pentrucd E[(M,,,, — M;;)|F;] = 0, M fiind martingal.
Deasemenea, am folosit egalitatea

E[h’z?(Mti+l - Mti)2] = E[hz?(< M,M Ztig — < M,M >1‘-.')]

care rezulta prin rationamente standard din propozitia 3.2 : intr-adevar, pen-
tru h; = 14, cu A € F;, egalitatea este aceasta propozitie pentru optionalele
S = (t:)a 1 T = (ti+1)a( se tine cont de definitiile 1.5 i 4.1), s.a.m.d.

Ultima egalitate rezulta din faptul cd P([M, M]— < M, M >) este nuld
pe previzibile (propozitia 4.1 b).

Propozitia este demonstrata.

S3 observam ci A este subspatiu liniar al lui Lo(Q xR, P, P < M, M >)

, aplicaia

(9) H— HM:A— M

este liniard gi prima egalitate (8), afirma cd ea pastreazi norma, deci este
izometrie intre A inzestrat cu norma lui de subspatiu al lui Ly(Q2 xR, , P, P <
M, M >) si M inzestrat cu norma lui Ly(Q, F, P) = Ly(F) = M .
Fie
(10) Ly(M) == Ly(Q x Ry, P,P < M, M >)

Teorema 4.2 Aplicatia (9) se extinde unic la Ly(M). ca o aplicatie liniard
§t continud .
Ea ramine o izometrie, adicd

(11) E((H.M)2)) = E/OOO H?d < M, M > dP

oricare ar fi H € Ly(M).
Pentru oricet € R, avem

(12) A(H]\r{)t = HtAA’jt a.s.
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Demonstratie Algebra C introdusa prin egalitatea (3) din propozitia 1.14,
genereazd previzibilele. Se stie din Teoria Masurii (vezi [5], de exemplu) c3
functiile simple , etajate chiar pe C sunt dense in Ly(Qx R, P, P < M, M >)
. Deoarece

{14]A€C} CA
rezultd cd subspatiul A este dens in Ly(M).

Aplicatia (9) se extinde unic la Ly(M) ca o aplicatie liniara si continua.
Fie (H,) C A, un sir de procese cu proprietatea ca

lim [ |H - H,|’dP < M,M >)=0

Relatia (11) se obtine scriind (7) pentru H, si facind n — oo,deci
H— HM: Ly(M) - M

ramine izometrie.
Relatia (12) este verificati pentru H € A ( vezi (6)). Fie

H ={H|H previzibil, marginit, H verifica (11)}

Multimea H are urmatoarele proprietati :

1) este spatiu liniar

2)1geH

3)daca0< Hy < Hy < ... < H, < ..esteun sir in H cu lim,_,oo H, = H
marginit, atunci H verifica (11).

4) H DA si A este stabili la inmultire .

Dintre acestea numai 3) este netriviald . Avem H = lim,,_,, Hpin Ly(M),deci
HM = limp o Ho.M, in M =Ls(F). Teorema 3.3 ne asigura ci exista
un subsir (H,, )x>1, astfel incit aproape sigur in raport cu P,traiectoriile lui

n-M si convearga uniform la traiectoriile lui H.M. Facind £ — oo in

relatia
(Hn-M): = (Hpy- Mo = Ho\ (M — M)

% obtine, pe baza convegentei uniforme, valabilitatea ei pentru H.
Aplicind o teoremi de clasi monotona (vezi [13],Theorem 8, pag?) rezulta

‘H D {H|H marginit, H masurabil in raport cu (A)}
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104 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Dar o(A) = P, conform propozitiei 1.14, deci egalitatea (12) este ade-
varata pentru orice H previzibil gi marginit. Valabilitatea el pentru un H
arbitrar din Le(M), se obtine aplicind incd o datd Teorema 3.3 pentru un gir
obtinut din H prin trunchiere, care converge atit in Lo(M) cit i punctual la
H.

Teorema este demonstrata.

Urmatorul corolar enumera proprietatile curente, folosite in calcule cu
integrale stocastice, care rezulta din cele de mai sus.

Corolarul 4.1 a) Fie M € M. Aplicatia
H— HM: Ly(M) - M

are urmdatoarele proprietafi :

1) (H+ K).M = HM + K.M, oricare ar fi H K € Ly(M).

2) (aH).M = o(H.M), oricare ar fia € Ry §i H € Ly(M).

3) H, — H in Ly(M) = H,. M — H.M in M gi ezistd un subgir de
numere naturale (ny) astfel incit aproape toate traiectoriile lui H, .M si
tindd uniform la traiectoriile lui H.M |, adicd :

lim sup |(Hp, .M)(w,t) — (H.M)(w,t)] =0
k—oo teRy
pentru w ¢ A,cu P(A) = 0.
b) Fie H un proces previzibil mirginit. Aplicatia

M—-HM: M— M

are urmdatoarele proprietdti :

1) H(M+ N)=H.M + H.N, oricare ar i M,N € M.

2) HaM = aH.M, oricare ar fi M € M gia € R,.

) My — M in M = HM, — HM in M g ezists un subgir de
numere naturale (ng) astfel incit aproape toate traiectoriile lui H.M,, si
tindd uniform la traiectoriile lut H.M | adicd :

lim sup |(H.M,,)(w,t) — (H.M)(w,t)| =0

k—oo teR..

pentru w ¢ Ajcu P(A) = 0.
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Demonstratie Afirmatiile relative la convergenta uniforma sunt aplicatii
ale teoremei 3.3 gi ale faptului ¢ in urma identificirii lui M cu Ly, conver-
genta in M este convergenta in Lo.

Demonstratia lui 3) de la b) este urmaitoarea :

E[(H-Mp)oo — (H-M)oo)? = E[(H.(Mn ~ M))o0]” =

= E(/ Hd < M, — M >) < sup |H(t,w)|E[(Mp)eo — Moo)]%.
0 tw
Teorema urmaétoare da o caracterizare intrinseci a integralel stocastice.

Teorema 4.3 Fie M € M gi H € Ly(M). Atunci pentru orice N € M,
awem

a)E/ |H|d] < M,N > | < oo §iE/ |H|d |[M, N]| < oo
0 0

Integrala stocasticd a lui H in raport cu M, H.M, este unicul element din
M cu proprietatea

B)E[(H.M)wNx] = E / Hd < M,N>=E / H,d [M, N],,
0 0

oricare ar fi N € M.
Au loc relatiile

¢ <HMN> =H.<M,N >,

d) [H.M,N] = H. [M, N],

§i valabilitatea fiecdreia dintre ele pentru orice N € M, caracterizeazd pe
HM in M.

Daca
M= M+ M*

inde M® € M, §i M® € M, , atunci componentele analoage ale lui H.M
sunt

e) (HM) = HM,(HM)*=HM?
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Demonstratie Mai intii mengionim c& in relatiile de la c) si d), membrii
din dreapta sunt integrale stocastice Stieltjes ( paragraful 2.5).

Finitudinea integralelor din enunt rezulta din inegalititile Kunita-Watanabe
(teorema 4.1). Intr-adevir, alegind K = 1 in aceastd inegalitate, se obtine

o=

E/ |H|d| < M,N>|§(E/ |H|2d<M,M>)%(E/ d< N,N>)i=
0 0 0
_ (E/ [H?d < M, M >} [E(N2)]} < oo

0

Analog se demonstreaza si finitudinea celei de a doua integrale.
S3 demonstram b). Mai intii observam ca este suficient si stabilim prima

egalitate, cea de a doua rezultind din faptul cd P([M, N]— < M, N >) este
nuld pe previzibile (propozitia 4.2f))
Fie N € M fixat. Construim 7 : Ly(M) — R prin egalitatea
T(H) = E[(H.M)wNoy — / Hod < M,N >4), H € Ly(M)
0

Functia T este evident liniard . Ea este gi marginita, dupa cum rezulta
din evaluarea de mai jos, in care se folosesc Schwartz si Kunita -Watanabe :

(T(H)| < |(H-M)ooll|| Nool| + (E / H2d < M, M >3)¥|| N,
JO

(E/ H2d < M, M >,)3
0
este norma lui H in Ly(M) §i pe baza lui izometriei (11),
T < A | H2d < MM )3 [Naol.
0

Vom arata acum ca T este nuli pe A (definita prin relatia (4) la inceputul
acestui paragraf). Fie

Hy = hol{o}(t) + Z h’il(ti,ti.ul(t)vt € R+
i=0
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mde 0 =ty < t) < ... < i, < o0l h; : @ — R sunt v.a.Fy,— masura-
bile, pentru ¢ = 0, 1, ..., n. Dacad facem niste calcule standard cu valori medii
conditionate obtinem

/ (H-M)oNodP = / [hoMo + Xn: hi(My,,, — My,)|NoodP

=0

= /hOMON(]dP"‘ Z/hi(Mti+]Nti+] - MtiNt,‘)dP'
=0

In calculele de mai jos ludm un termen al sumei s1 punem in evidenta
faptul c& MN— < M, N > este martingal

/hi(Mti+1Nti+1 - MtiNt;)dP = /hiE(Mti+1Nti+l_ < M’N >ti+1 Ifte)—l'

+ / h{E(< M,N >, |F.,) — My, N;))|dP = / hi(My,Ny,— < M,N >, )+
+/h1[E(< M,N >ti+] I:F-ti) - Mt,-Nti)]dP -

= /hz-[E(< M,N >, — < M,N >)|F,).

Avem

/ (H.M)ooNoodP = / [Ho < M,N >o +

+ 3 h(< M,N >, — < M,N >,)JdP = E(/O Hd< M,N >)
i:O

Fiind nul& pe A (densd in Ly(M)),aplicatia T este nuli pe Ly(M) si relatia
3) este demonstrata.
Ea caracterizeazi pe H.M : dacs alt I € M ar verifica-o, am avea

E(LooNew) = E((H.M)ooNy), oricare ar fi Ny, € Lo,
de. unde Lo, = (H.M)oo i atunci si martingalele generate de aceste functii
tomncid.
S& demonstram c). Fie

t
L,=(HM), Jt=LtNt—/ Hyd < M,N >,
0
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Dacid vom arita cid J este martingal nul in origind, din unicitatea lu
< L, N > (propozitia 4.2 b) , va rezulta relatia de la c).

Intr-adevar, notind L*(w) = supg; |Le(w)| , N*(w) = supge; | Ne(w)| din
propozitia 3.5 se gtie ci L*, N* € Ly. Rezulti

|| < L*N* +/ |Hyd| < M,N >, | € Ly
0

unde integrabilitatea integralei rezulta din a).
Pentru a arata ca J este martingal se va aplica lema2.3.Putem calcula

T
E(JT) = E((HM)TNT—/ Hid < M,N >s)=
0
= E((H.M)OONT—/ H,d < M,N >T) =
0
= E((H.M)oNZ — / Hd < M,NT>,))=0
0

Am folosit propozitia 4.3 si punctul b).

S& demonstrim acum ci relatia c) caracterizeazi pe H.M . Daca se scrie
¢) la momentul ¢t = 0o si se integreazid membru cu membru in rapot cu P
si daca se tine seama de faptul cd E(< H.M, N >) = E((H.-M)sNx), se
obtine prima relatie b). Deci daca aceasta 1l caracteriza pe H.M, atundi i
c) il caracterizeazi.

Vom demonstra acum e). Are loc egalitatea

H.M = HM*+ H.M*

Dar H.M°¢ € M¢€, deoarece A(H.M¢); = H;AM{ = 0 . Pe de alta parte
H.M® e M*: fie K € M°. Tinind cont de c), avem

<HM*K> =H <M*K> =0.
In final, revenim la d).

[HM,N], = <(HM)",N°>,+Y A(H.M),AN, =
s<t
= <HM"N°>+» HAMAN, =
s<t
= (H. <M N°>)+> HAMAN, = (H.[M,N]).

s<t
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Demonstratia faptului ¢ d) il caracterizeaza pe H.M se face analog cu
demonstratia faptului ci ¢) 1l caracterizeazd pe H.M

Teorema 4.4 Fie M € M , H € Ly(M) gi K un proces previzibil marginit.
Atunci KH € Lo(M) g are loc egalitatea

(KH).M = K.(H.M)

Demonstratie Mai intii vom ardta cd KH € Ly(M).
E(/ (KsHs)?d < M, M >,) < supIK (w))2E( / Hld < M,M >,) < 00
0

Egalitatea va rezulta din faptul ca relatia c) din teorema 4.3 caracterizeaza
ntegrala stocastica. Va trebui si aratdm ca oricare ar fi N € M, avem

< K.(HM),N> =(KH).<M,N >.
Intr-adevir, aplicind tot teorema 4.3 c) de doud ori avem

<K.(HM),N> =K. <HMN> =(KH).<M,/N>.

Propozitia 4.5 Daci M € M g T un timp de stopare, rezulti ci lom €
(M) gi

oM = M*.

Demonstratie Conform teoremei 4.3 c), va fi suficient si aratam ca ori-
are ar fi N € M, are loc egalitatea

<A’IT,N> = 1[0"11].<M,N>

Intr-adevar , valoarea integralei stocastice Stieltjes din membrul drept
ste < M, N >7 jar egalitatea cu membrul sting rezulti din propozitia 4.3.

Pr0pozi1;ia 4.6 Fie S este un subspafiu inchis al lut M. Atunci S este

;fl}wnal stabil, dacd gi numazi dacd oricare ar iM € S st H € Ly(M), avem
Mes.
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Demonstratie Implicatia “dacd ” este corolarul propozitiei anterioare,
alegind o optionala T, si H = 1j7y.
Cealalts implicatie se demonstreazi aritind ci H.M € St indatd ce
M € S si H € Ly(M). Intr-adevir, fie N € S*. Folosind din nou teorema
4.3 c), avemn
<HMN> =H <MN> =0.

Corolarul 4.2 Fie M e M g
Suy={HM | He Ly(M)}
Atunci Sys este cel mai mic subspatiu optional stabil ce il con{ine pe M.

Demonstratie Mai intii sa observam ca Sy, este subspatiu optional sta-
bil. Intr-adevir, este spatiu limiar inchis, deorece aplicatia liniard H —
H.M : Ly(M) — M este izometrie. Este optional stabil , pentruci daci aleg
un proces K,previzibil gi mérginit (ar fi suficient si aleg K = 1;17) aplicind
teorema 4.4 se obtine K.(H.M) = (K H).M si acest ultim proces este evident
in S M-

Fie S’ intersectia tuturor subspatiilor optional stabile cel contin pe M.
Printre acestea este 1 Sy ; aceasta rezulta din cele de mai sus si deoarece
M =1gxr..M € Sp.Deci are loc relatia

S I C Sy
Incluziune inversa rezulta din propozitia 4.6.

Propozitia 4.7 Daci M, N € M, proiectia lui N pe Sy, este de forma
D.M, unde D este o densitate previzibild a lui < M,N > in raport cu <
M, M > . Relafia

<M,N> =D.<MM>

il caracterizeazd pe D (ca element in Ly(M)).

Demonstratie Presupunem N = N' + N" cu N' € Sy 5i N' € S
Rezulti ci existd D € Ly(M), astfel incit N' = H.M. Are loc egalitatea

<NM> = <N,M> = <DMM> = D.<MM>
Daci D este un alt proces previzibil verificind

<M,N>=D.<M,M>,
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atunci D = D aproape peste tot in raport cu masura generata de < M, M >
deci

E( / (Dy — Do)%d < M, M >,) =0

de unde rezults ci D € Ly(M) si D = D aproape peste tot in raport cu
P<MM>.

Incheiem acest paragraf stabilind legatura dintre integrala definita in
acest paragraf si integrala stocastica Stieltjes, definita in ultimul paragraf al
capitolului precedent. Reamintim c& Vr era multimea proceselor V' I(definitia

2.3).

Propozitia 4.8 Fie M € MNVz gi H € Lo(M) N Ly (P|M]) . Atunci,
H*M=HM ,

unde membrul sting este integrala stocastica Stieltjes a lui H in raport cu M.

Demonstratie Se stie (teorema 2.10) c& H.°M este un martingal VI,
deci aplicind propozitia 2.4, pentru orice martingal marginit NV, avem

E[(HM)ooNeo) = EY " AH M) AN,) = B HAMAN,)

>0 t>0

Pe de alti parte din corolarul 3.6 rezultd ca M € M deci si HM €
M?®(propozitia 4.6) si aplicind teorema 3.9 gi apoi teorema 4.2 (relatia (12)),
putem scrie

E[(H.-M)ooNoo] = EQ) | A(H.M)AN;) = E() | HHAMAN,).
t>0 >0
Va rezulta
E[(H*M)ooNoo) = E[(H.M)eo Na).

Deoarece N, este o v.a. marginitd arbitrard, obtinem
(H°M)oo = (H.-M) oo, deci H°M = H.M .

In continuare ne vorn referi la integrala stocastica Stieltjes care este o inte-
grala Stieltjes pe traiectorii, sub denumirea de ”integrald Stieltjes”, pastrind
denumirea de ”integrala stocastica” pentru integrala in raport cu un martin-
gal introdusa in acest paragraf. Propoziia anterioara ne spune ca cazul cind
martingalul integrator este gi proces VI se poate folosi oricare dintre aceste
denumiri.
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112 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

4.3 Formula de schimbare de variabila

Definitia 4.4 Se numeste semimartingal (in sens restrins), un proces de

forma
(1) Xt =X0+Mt+At

unde Xo este o v.a. integrabild gi Fo— masurabild, M € M , A € Vg, cu
Mo=0= 44 a.s.

Am pus in paranteza ”in sens restrins” deoarece acesta este un caz partic-
ular de semimartingal (vezi [12], pag. 32). In acest paragraf vom lucra numai
cu acest caz particular, si de aceea vom folosi termenul de ”semimartingal”
pentru a desemna de fapt un “semimartingal tn sens restrins”. Extensia
acestel formule pentru procese mai generale presupune tratarea acestui caz
separat g1 se face fara dificulta{i majore, prin procedee de localizare.

Reprezentarea de mai sus pentru X nu este unicd , deoarece existd mar-
tingale in M care sunt si procese VI (vezi teorema 2.6).Totusi are loc urma-
toarea propozitie. '

Propozitia 4.9 Fie X un semimartingal de forma (1). Proiectia lui M pe
M€ nu depinde de reprezentarea (1).

Demonstratie Presupunem ca X se mai scrie sub forma
(2) Xt:X0+Nt+Bt, tZO
unde N = (V)50 € M, B = (B;)s>0 este proces VI si By = Ny = 0. Rezults
BYM-N=B-A
si M — N € M si este gi proces VI. Din corolarul 3.6 rezultd ci M — N
este pur discontinuu, si are proiectie nuld pe M¢, adicd (M — N)¢ = 0, sau
Me¢ = N¢.
Definitia 4.5 Dacd X este un semimartingal de forma (1), fie
X .= M*
gt
X, X)e= <X XT3+ AX?

s<t
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 113

Procesul [X, X] este crescitor, continuu la dreapta si deoarece
(4) AX? < 2(AM7 + AAD)

rezultd c& [X, X]o este finit3 a.s.

Definitia 4.6 Daci X este semimartingalul (1) i H este un proces previzibil
mdrginit, definim

(H.X); := HoXo + (H.M); + (H.A):, pentrut € [0,00)

gi o numim integrala stocastica a lui H in raport cu X.

Comentarii. In definitia de mai sus, H.M este integrald stocasticd, iar
H.A este integrala Stieltjes . Definitia este corectd deoarece dacd X are g1
expresia (2), din egalitatea (3) si propozitia 4.8 rezulta

H(M - N)=H(A-B)

unde in stinga am integrala stocasticd iar in dreapta integrald Stieltjes. Din
aceastd relatie rezulta

HM+HA=HN+HB

Teorema urmatoare este extensia formulei Ito in cazul unui semimartingal
real, pentru care componenta de tip martingal nu este neaparat continua.

Teorema 4.5 Fie X un semimartingal si F' o functie reald de variabild reald
cu derivate de primele doud ordine continue gi marginite. Pentru orice t €
R, , are loc egalitatea

t R L
() FX) = FOXo) + [ F(X)aXe+3 [ F060d < XX 504
0 0

+ D [F(X) = F(Xoo) = F (X )AX ] s,

0<s<t

seria din membrul drept fiind absolut convergenta.
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114 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Comentarii Prima integrala este integrala unui proces previzibil marginit
in raport cu un semimartingal (definitia 4.6). A doua este o integrala Stielt-
jes, si din cauza continuitatii traiectoriilor lui < X°¢, X >, integrandul poate
fi tnlocuit cu F" (X,). Seria care apare in formuls este absolut convergenta
datorita inegalitati

3 F(X) ~ F(X,) ~ F(X)AX) < 5 3 (AX,)°

0<s<t 0<s<t

care rezulta din formula Taylor aplicata lui F'(X,). In membrul drept, C este
un majorant al lui |F "|. Seria majoranta este convergentd a.s. din cauza
inegalitdtii (4) si a ipotezelor ficute asupra lui M si A.

Demonstratie Vom reduce demonstratia formulei (5) in cazul general, la
demonstrarea el pentru nigte cazuri particulare. Vom parcurge mai multe
etape :

I) In prima etapa vom demonstra ca daca formula este adevaratd pentru
Yo + N + B,unde Y, parcurge o multime densi in L;(Fp), N parcurge o
multime densd in M g1 B parcurge o multime dens3 in Vz, atunci ea este
adevaratad in general.

Fie (Y§*) un sir de functii in Ly(Fp) ,fie (N™) un sir de martingale in M
cu N§ = 0 si fie (B™) un sir de procese VI cu Bf = 0,astfel incit

(6) Y EIYg — Xo| <00, Y [INZ — M| <00 si Y ||B* = Al|, < oo.
(reamintim ca ||.|| este norma in Ly(F) , iar
1B = All, = [ 1B" ~ AledP = B(|B" ~ Al)

conform definitiei 2.3)

Vom demonstra ca daca formula este adevaratd pentru
Y =Yg+ N+ B,
atunci este adevdrata pentru

Xt == X0+1Mt+At.
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 115
Vom presupune deci ca

(1) FO?) = FY)+ ["F’(mdxf: / F(YP)d < Y™, Y >, +
0

— N\ . . .
| Y _ T TL Tll
+ Y FY) - F(YL) - F (Y)AY

O<s<t

Vom arata ci atunci cind » — 00, termenii din (7) tind (a.s. sau in
probabiiitate) la termenii corespunzitori din (5).

Din prima dintre relagiile (6] rezuitd ¢ Y — X in 7 si as., deci
x re \

F{YS) F'( Xo)
F(Y§) — F(Xo) as.

Din celelaite doud dintre relatiile (6), rezuitd analog cd Y;* — X; in I,
3.

si a.s. Din inegalitate normelor a tui Doob (vezi demonsiraiia teoremei
rezuita ci existd un A cu P(A) = 0,astfel incit pentru w ¢ A, si avem

JE> -

)

(®) lim sup |N(w) = Myw)] = 0.
7 R ieju,00)

Datoriid megalitagii

—~~
Ne)
~—v
. 4
—
e

)

51 a ultimei din ipotezele de ia {6}, putem presupune si ci

(10) Iim sup |5;
7 22 teju,00)

dacd w ¢ A.Va rezuita ci aproape sigur, traiectoriile iui Y™ converg uniform
la cele aie Tui X. Pentru w ¢ Ajavemn

(11) Iirn Y = X;_, oricare ar fi ¢ > 0.
Vom trece acumn ia compararea termeniior
/ FI(X,_)dX, si / FI(Y?)dY?™

Tinind cont de definitia 4.6, fie

=/ F/(Y™)dN™ — / FI(X,.)dM, = I?, + I7,
0
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unde

1 —/ F(Y; )dMs—/:F”(X _)dM,

_/ F/(Y™)dN™ — / F(Y™)d

In calcului de mai jos notdm cu ¥ procesul (Y )s>o §i folosim notatia
functionala (vezi (5) din propozitia 4.4) a integralei stocastice. Avem

1|7 = E[(F(Y™)—F/(X_)).M} = E / (F(YD)—F (X )Pd < M, M >,=

it
- / [F(Y? () — F'(Xo_(w)2d(P < M, M >)(s,w).
0
In calculul de mai sus am folosit 1Izometrna integraiel stocastice . Dar

lim [F(Y] (w) — F'{X,_(w )i = 0 a.s. in raport cu P < M, M >
din cauza lui (11) §1 a continuitati ui F ". Convergenta este dominata de o
constants, datoritd marginirii lui F'iar P < M, M > este masura finitd. Din
teorema convergeniei dominate avem

Tim I P

—r o0

uCI

1 b m. n * A 3 1 .21 1
AeCl 1Ty 500 4177 = VU §1 U1 Provapuitave.
Stabilim analog aceeasi proprietate si pentru i7,. Avem

NG = E[/ F'(Y2)A(N? — M,)|? = E[(F'(Y™).(N™ — M)),)* =

= B [(PO7)Pa< N~ M M >, CHINE — M|
0

b ot

unde ('; = sup |F'|. Din ipotezele (6) rezulta lim,, o, I, = 0, in L, deci g1 in
probabiiitate.
Vom arata acum ca

o= / F(Y™)dB? — / F'(X,_)dA,
1] 0
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 117
tinde ia 0 in L;{deci gl in probabilitate), cind n — oco. Intr-adevar, si scriem
B=D+ I

unde
= [ PO2)aB— [ FOZ)AL 6 By= [ (PO7)-F(X, )dA,
0 0 0

Avem

E(|]) < E/ [F(YL)ldIB™ — Al, < CLE(IB” — Al) = G1l|B™ — All,
0

@
3
l
o
3
|
B
=
Il
)]
£
=]
G
o)

casemenca,

E(|In)) < E | |F(Y)— F(X,-)|d|Als
0

gl afirmatia este adeviraid din (11}, si teorema convergeniei dominate care
2 e h] 2 . g e e se 3 . ﬁ'l - o 3 L IRE LT e ] - ] 4
se poate aplica datoritd marginirii lui /” §i integrabilitagii ui |A| .
Fie
ot ot
_ / Fl(Y?)d < Y™, Y™ >, —/ F"(X,)d < X°, X >,
0 0
T 1
Ul nou aescoinpuiienn

™.

__T’D ’
13 = I3y "‘132

cu
I o= / FUYD)A(< Y™, Y™ >, — < X8 X° > )6
n= / [F"(Y™) — F'(X,)]d < X, X >,
Avem C =snp |F"l < co i
ot
EIl) < C’E/ d]<Y™ 4+ XY™ — X°> |,
0
Dar Y™° = N™ | X° = M* gt sunt martingale. Aplicind inegalitatile Kunita-
Watanabe :r eorema 4.1) objinem
SLrn ) . vl nTne 2rc 1) 1 ATRe 2 re 1)
g = CHING, oo! HiVoo — Ml
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Deorece din {6) reznita ca lim, o [|NZ

F

— Myll = 0 i proiectia pe M°® este
continua, avem lim,, o, 1N — M2 || = 0 gl trecind la limitd inegalitatea de
mai sus, se obtine lim, o i3 = U in Ly si in probabilitate.

Convergenta Iui /3, la § se demonstreaza ia fei ca cea a lui i3,.

In final vom ariia cil seria din (7) tinde in probabilitate la seria din (5},
cind n — oo.

In fiecare tralectorie w,suma

. . = N .- - . . .
1 T 1 1w l T T
(12) 3 1R~ F V)~ F (V) AY = [F(X)—F(Xeo )~ F (Xon)AX]
0<s<t
este o serie numerici pentruca {s | AY*{w) # 0} este numirabila. Pentru
aproape orice w,termenul s al el, tinde ia § cind n — oo.
Aplicind formula iui Taylor de ordin Z , aceastd serie esie majoratd de
seria
N (/v[‘AYH'2_L'A V2]
> CUAYS ) +(AX,)
0<s<t

: 1 M ] 2 710\
1 pentru a puiea permuia hiita cu suina in {12), esie suficient sa demon-

siram ca
€ N - .
sup ) (AY]")* < oc, as.

" p<s<t
Pentru aceasta este suficient si demonstrim ca

sup Z {AN™)? < o0, as. i sup Z (AB")? < ¢, as.

" 0<s<t " o<se<t

sau ca

sup L A(N™— M),? < oc, as. i sup L A(B" — A)2 < oc, as.

" o<s<t " o<t
xT o o h ) ~
Vom arita cid avem, de fapt
N T — _— .
13) > > AN"- M)  <oc, as. s Z 2 A(B" — 4)2 < o0, as
n 0<s<i n 0<s<i
Prima din inegalitati rezuit din finitudinea integralei ei. Intr-adevar ,

L L A(NT — M)s)—LE L AN — M))?) <

D r s
ulsah O<s<t
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 119

< STE((N = M))E =Y I = M) < QD IVt = M)

/AT

unde, la prima inegalitate, am aplicat corolarul 3.4 martingalului ({N* —

M )min(s,t) )320-
Pentru a doua din inegalitatile de Ia (13) ,observam mai intii ca

19 QD> AB -4)7) = Q> (AB -4’ <

n O<s<t

YAVRVAVE sl
n 0<s<i
Dar
EY > (A|B* —A4|;) = > > (AlB™ ls) < ) _EiB*
7 O<s<t 7P 0<s<e
O | N\ upr TP
< ) EB" — Al = > BT — Al <
T T
Rezuitd
i pn |
> D _(A|B" — Ajs) < x,a.s.,
n 0<s<t
si pe baza lui (14), rezultd a doua din inegalitatile (13).
Ii. La acest punct vom aplica punctul I, pentru a reduce demonstrarea
S - -

a) Fie (T, )n>0 un sir de opiionale cu grafice disjuncte fiecare dintre eie
fiind fie previzibila, fie total inaccesibila si astfel incit salturile lui A7 si cele
ale lul A sa fie situate pe graficele lul 7,,,n > . Se poate presupune

M=M+> M' g A=4°+> A"
n n

~l T rm

unde Af® = °(K7”), adica compensatul lui K™ = A M, Tg>m, }(corolarul 3.3)
si A = AAg 1 J.{tzTn}, iar cele doud sume sunt Iuate in spatiile normate /i si
respectiv Vz. Din acest motiv se poate aplica 1 g1 se poate presupune ca

M=M+Y M'si A=A+ 4

n<iN n<N
unde N este un numar natural. Dar proceseie Mi* = (K™} n = 1,2, .., N
sunt procese din Vy (teorema 3.6) deci se poate face absiraciie ca ele sunt si
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120 CAPITOLUL 4. INI'EGRALE STOCASTICE

martingale i se pot ingloba in componenta pur discontinui a lui A. Deci se
poate presupune
X=Xo+M+A

unde M este continuu si A are un numar finit de salturi, pe care le si rescriem
sub forma 0 < ) < Ry < ... < Ry.

b) La acest punct vom arita ci puiem presupune in plus , ci Xy, M 51 A°
sunt marginite.

Intr-adevar, fie k£ un numdr natural , s1
Sy =inf{i > 0| [Msl > k si |A|s > k}

v

Avem limy_,o, Sy = 00, M — M in M cind k — oo (propozitia 3.1) si
A% — A in Vg, cind k — 0o,deoarece

lim [jA — A%}, = Jlim. |AjwdP =0
R=—00 {Sk<m}
/-Xphcmd 1, daca formuia e adevarata pentru _KOJ.IXOQQ + M + ASk va
fi adevarata si pentru X. Dar din continuitatea lui M si a lui A°, rezuitd ca
M gi (A°)°* sunt marginite.

c¢) Vom araia cd se poate presupune A continuu (i marginit).
L\

Mai inti facem observatia ca in formuia {5 ) ambil membri au aceiasi salt.

Inir-adevar , saltul membulul drepi esie
F(X; )AX, + F(X;) — F(X;_

In acest calcul am §inut cont de faptul cd < X°¢, X° > este coniinuu, deci
integrala Stieljes raport cu el este continud. Deasemenea, am tinut coni de
relatia (12} din teorema 4.2 gi de punctui ¢) de la propozitia 2.6.

S& presupunem acum formula adevarta pentru X = Xp + M + A° si s-o
demonstram pentru X = Xo + M + A.

Avem X; = Xt,pe intervalul stocastic [0, R;), deci X;_ = Xtﬁ,pe inter-

valul stocastic [0, R.1 g1 vom aves

LOIUIL vy A1) 34

/ F(X,_)dM, = / F(X,_)dM, , pe [0, Ry]
0 (1]

™ : ~ r Ar I ™ )
Fentruca A = A pe U, 1), avem

/VF(XS_)dAs _ / F(X,)d (4°), , pe [0, Ry)
0 0
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 121

Deorece X¢ = X¢© , ceilalti termeni din formula coincid. Deci ,daci formula
e adeviratd pentru X pe [0,00),atunci ea este adeviratd gi pentru X pe
[0, R1).Dar mai sus am demonstrat ca salturile ambilor membri in (5) sunt
egale.Rezulti (5) adevaraid pentru X pe [0, K;]. Rationamentul se trans-
lateazd pentru a o verifica pe [Ry, Rs],5.a.m.d.

II1. La acest punct vom stabili formuia in cazul X = Xy + M + A,unde
M si A sunt continue, My = 0 = Ag g1 exdstd K > 0, astfel incit | Xo| <

K,|M;| < K, oricare ar fi ¢ > 0 g1 |A], < K. Avem de demonsirat ci

(15) F(X;) = F(Xo) + /0 "F’(Xs)dMs+

+ / F'(X,)dA, + é / F'(X)d < M,M >,
0 0

(sub aceasta forma, formuia de schimbare de variabiid este formuia hui Ito).
Observim ci ne putem dispensa de conditia ca F, F'si F sa fie marginite,
pentrucd in formuia intervin doar restrictiile lor ia intervalul [-3K,3K] si
acestea sunt mérginite ( pentruca suni. continue).

Fie a,b € [—3K,3K]. Formuia lui Taylor se poaie scrie sub forma

(16) F(3) = F{a) + F'(a)(b— a) + %F (@)(b— a)? + r(a, b)

5 s s T - r — < .
unde , datonta contimmtatll uniforme a lu /' ,are loc majorarea
iria, o)} < o(jo — a|){b—a)
g1 6(7) este o funciie crescitoare care tinde la 0 cind 7 — 0.

Fie € > 0 si (#;);en opilonale definite astfel : 7y = 0,

fi41 = mln{T,T; + £, inf{sis > iy, ile - M, i > g, iA_g — At‘-! > E."}

.

Sirul (7;(w)):en este cresciitor si are un numdr finit de termeni diferifi de
i. Au loc inegalitaiile

— A,

1

1o

(17) sup iy — il < e, suplM,, , — M| < e, suplA ;
2 2

I/\\

Lit1 E’

g1
sup  sup X — X < de
i i1§5v35t1+1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



122 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

deci toate supremumurile de mai sus tind (uniform in w) la 0, cind £ — 0.
Fie ¢ > 0 fixat. Aplicam (16) g1 obtinem:

F(X;) — F(‘YO) = Z[F(‘Yti+l) - F(‘Yti)] = ZFI (‘Yti)(‘¥ti+l - ‘Yti)+

+§;F (X0)(Xe,,, — Xi)? + Xi:r(xti,xtm)

AT 1~ . 3 hd h ) Wik4 ] ] e A U

Notam succesiv , cele trei sume din ultimul membru al acestei egalitati
cu Sy, Sy, 53.Fle depind de € g1 demonstra{ia este incheiatd dacd vom ardta
ca, atunci cind € — 0,avem S; — I} + I3, Sy — I3 g1 53 — 0, in probabilitate,
unde

+

him [ FOGIM, Bim [ FOOdAL = [ )< MM 5,
0 0 0

S3a descompunem
el

01 = O11 + O19,

unde

Si1 = Z FI(*Yii)(A{tiH - ‘}Mti) §i S12 = z FI (‘Yti)(‘4ti+l - Ati)'

[ ] ~
oa evaluam

"l+l

I~ 1P = B3 / (Xo) = F'(X,,))dM,J?
Un calcul standard asupra unui martingal NV din M de tipul urmaitor:

E[Z(*}Vtiﬂ - "Vti)]z = ZE(‘)\THH - "Vt.')2

1

ne da

A~
141

IS0~ hiF =3 B[ (F(X) - FX)am] =

=Y Bl T F ) - FX)Pd< MM ) =
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 123

- EZ/ +.(F:(*Xs) — F(X:.)?%d < M, M >,=

- . 7 - ! ) - N
= Klsup sup (F(X;)— F (X)) <M,M>]—0, cindes—0,
g 5€it-“,t£+]]

datoritd convergeniei (dominate) la 0 a integrandului. In calculul de mai sus
am folosit g1 izometria integralei stocastice.

Am aratat ca S;; — I in Ls (deci si in probabilitate), cind € — 0.

In continuare vom ardia ci suma S12 — I» a.s.(deci si in probabilitate) ,
cind € — 0. Intr-adevar,

S = ol = | 3 F (Xe) (e = Ae) = [ F (XAl =
i 0

... ~t. o
v+l

=12 [ F ) - Faaal <3 I (X,) - F(X)ldAl, <
i Y i i

<sup sup |F'(X,)—F (X)l||Al — 0, cind e — 0.
i s€ititiqa)

Scriem Sy= S59;+599+ 593, unde

Sm= Y F'(Xp) (M, — M)?, Sz = F (Xe ){Ary — A0)%,

S =2 F'(Xy)(May, — My,)( Ay, — Ar,)-

Sumele Sposi Spstind la § a.s., cind ¢ — 0, din cauza inegalitstilor

-y ] - (N} ] - 1 )
| o22] S GsuplAg, — Aglidl S CelAlL
i -
| Soal < Csup |y, — My,||Al < CelAly

/o =\

Majorarea cu € a decurs din (17).
Convergenia lui Sy la 3 nu este triviald. Se bazeaza pe urmitorea lemai.
Lema 4.1 Daci M € M este mirginii, afunci < M, M >, € Ly(F
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124 CAPTIOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Demonstrajie Aplicind o formuld de integrare prin par{i pentru traiec-
torile lui < M, M > avem

<M,M>§o=2/"<M,M>td<M,M>t
0
de unde
<M,M >§o=2/"(< M, M >eo — < M, M >)d < M, M >,
0

Integrdm aceasid relajie membru cu membru si aplicim teorema 2.2
Obtinem

E(< M, M >2= 2E/”(< MM >e — < M, M >)d < M, M >=
0

~ - » o

=2P < M,M > (n°x

)

N

unde

Ty =< M, M >o — < M, M >;
g1 ™° est proieciia optionala. Dar tinind cont cd < M, M > este continuu si
folosind proprieidgiie fui 7° (corolarul 1.4.),avem

(’R'O-T)t =my — < .[1V_l’, M >,

unde (m;)¢>0 este un proces adaptat continuu ia dreapia, cu limite finite ia
stinga, ce verificd m; = E(< M, M > |F;) a.s. Revenind la calcuinl de mai

sus avem

E(< M,M >2) = 2E/ IB(< MM o |Fo)— < M, M >id < M, M >,
0

- 2E/ [B(MEF) — M2d < M, M >,< 2K*E(< M, M >,
0

unde constanta strict pozitivd K majoreaza martingaiul M.

Observatie Seobserva ci inipotezele lemel , martingaiui /i%— < A, M >
< Jvi.

Revenind ia convergenia lui Sg; la I3, scriem

oY T m (e ol
091 — Iz =17+ 19
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 125

Ti = > F'(G) (M, — M)’ — (< MM >y, — <M, M >,)],

t

Ty = YO (X< MM >0, = < MM ) = [ F'(X)d< MM >,
2 0

Vom ardtacid Ty — 0in Ly g1 T3 — O in L4, de unde S3; — I3 in probabilitate
{cind € — 0).
Avem

T = 1) F (X ) (M, — Me)? = (K My M >, — < MM >)]I)7 =

— < M, M > )i

A ) no. .. . ) .
— ] [ — s _
=) NWF (X)) [(My,, — My) — (K MM >,
i
In aceastd evaluare am folosit ortogonalitatea termeniior mixti din dezvoitarea
patratuiuil sumei. Ortogonalitatea rezulita din

B{F (X ) (Myy,, — M)? — (K MM > — < MM >)lIF} =

= B(F (Xe) (M, ,— < M, M >4 ) — (M= < M, M > )| F) =
=P EM, — <M M > 1 F) — (M= <M, M >;)]=0
unde am folosit faptul ca AM*— < M, M > este martingal.

Reluam
TP =) E{F (X)) [(My,, — M) = (< M, M >, — < MM >, )12 <

7

<207 E[(Myy, — M) + (S MM >4, — < MM >)% <

7

< 202&‘[51‘1_?(‘/‘4&“ - *thi)z Z(‘/Mtiﬂ - ‘,Mii)z\}—L

2

+2C?Elsup(< M, M >, — < M, M >¢) > (< MM >, — < M, M >,

AM{ + 207 Efsup(< M, M >, — < M, M >;) < M, M >4
i
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126 CAPTI'OLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Este evident ci in uitimul membru de mai sus, primui termen tinde la 0
odatd cu €. Al doilea are aceeasi proprietate :

limsup(< M, M >, — < M, M >;,) =0
=0
din cauza uniform continuitaiii tralectoriilor iui < M, M > pe [0,1] si functia
de sub F este dominata de < M, M >? care este integrabila din lema.
Sa evaluam acum T5.Avemn

vi41

BT = B3 / (F'(Xe) = F'(X))d < M, M >, | <

< E(sup sup |[F(Xy)— F (X)) < M, M >)
T <8<ty
Ultima integrald tinde ia zero cind € — 0 , din cauza uniform continuitagi
lui s — F'(X,) : [0,t)] = R i a teoremei lui Lebesgue de convergenta
dominata.
Ramine de studiat termenul S3. Avem

(18 < Lé(l“(tw] ‘Xtil)(‘ tiy1 T “(ii)2 <

<2 (25 \L (/\41 i+1 ‘Mti)z - (Ati+1 - Ati)z]

Avem

8(2e)(O (An,, — An)? < 8(2e)e] Al
i

s

care tinde la 0 cind € — 0. Termenul care a ramas din dezvoltatea i

(18) va
tinde ia 0 in L;. Intr-adevar

B15(26) Y (M., — M) < \/E02(26)], [BS (M., — M, )P

g1 va fi suficient. s demonsirdm ci , daci |M,] < K oricare ar fi s € 0,%

e

91rom
<ov Casa

sup\, Luwt,“ My )2 < oo
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4.3. FORMULA DE SCHIMBARE DE VARIABILA 127
Intr-adevar, avem

E[Z(A’{ti+1 - *’Mti)z]z = E[Z(‘n'{t-i+l - ‘Iuti)é]‘{'

+2ED Y (M, — My ¥ (My,,, — Mi,)? <AKPEDY (M, — My,)P]+

i §>i

+2E{Z(*"4ti+1 - ‘44&)2&1{2(‘4’4%“ - A/‘Itj)2}f'ti+l)}} =

i~
Jj>e

=4K2E(M}) + 2E{) (M, — M)’ E]Y (MZ, — MZ|F,, )]} <

j>i

< 4K* + 2E| L(*’Mthq ]uti)zE(AJtziﬂiﬂ )Jl <
<4K*+2K°EY (M7, — MZ)=4K*+2K’E(M}) < 6K*

Teorema este complet demonstrata.

Comentarii Pormula de schimbare de variabila admite urmatoarea ex-
tensie :

Teorema 4.6 Fie F' : R*— R,o0 funciie cu dertvaie pariiale de primele
doud ordine confinue §i marginite ¢i fle X = (X* X2 ..., X™) un proces n-
dimensional cu componeniele semimartingale. Atunci, peniru i € [0,00) are
loc egalitaiea

ot

S—

(19) F(X,) = F(Xo) + Z /

V(XN >, +

88—

o o or ... .
+ Y FX) - FX) - Y o (Xe)AX..
0<s<t 1<i<n Y
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128 CAPITOLUL 4. INTEGRALE STOCASTICE

Demonstratia acestui rezultat se omite deoarece comporta doar notatii
mai complicate fatd de cea precedenta.

Aplicatii

S& presupunem ci M este un martingal marginit. S& aplicim formula (5)
in cazul lui F(z) = z%. Aceasta este posibil , deoarece M este mairginit si
atunci derivatele lui F' se pot considera marginite. Se obtine

t
M3=M3+2/ Mo dMs+ < M® M®>; + Z AM?
0

0<s<t

sau, tinind cont de definitia 4.2
t
(20) 2 / M,_dM, = M} — [M, M),
0

Daca N este alt martingal marginit, prin calcule algbrice evidente se
polarizeaza formula (20), obtinindu-se

3 t
(21) M,N, = / M, dN, + / N,_dM, + [M, N],.
0 0

Formula (21) este adevarata si pentru doud semimartingale marginite X
g1 Y. Dam forma ei diferentiala :

(22) d(XtY;,) = Xt_d}/t + )/t_dXt + d[X, y’]t

In care am folosit definitia 4.5. O vom numi formula de integrare prin parti
, din cauza analogiel cu cea din cazul proceselor crescitloare deterministe.

ERIFICAT
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